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Предсказывать особенности получающейся 
в результате кристаллизации молекулярной упа-
ковки с помощью термодинамических расчетов 
очень трудно. Такие предсказания иногда удается 
сделать с использованием методов молекулярной 
динамики или Монте-Карло [1], но эти методы ре-
сурсозатратны. Упростить процесс предсказания 
удается в тех случаях, когда молекулы формируют 
ожидаемые ансамбли – супрамолекулярные синто-
ны [2] – за счет выраженных специфических вза-
имодействий, таких как H-связи, взаимодействия 
C–H...π, π...π, Hal...Hal и др. Определенным до-
стижением в области предсказания молекулярных 
упаковок стало ранжирование супрамолекулярных 
синтонов по потенциальной энергии и по степени 
асимметричности соответствующего потенциаль-
ного колодца [3]. В отсутствие сильных взаимо-
действий решающую роль в формировании мо-
лекулярной упаковки начинают играть более сла-
бые ван-дер-ваальсовы взаимодействия [4], среди 
которых есть конкурирующие друг с другом типы 
взаимодействий [5].

Под межмолекулярным контактом будем по-
нимать термин, использовавшийся П.М. Зорким 
в методе симметрии потенциальных функций [6]. 
Пусть в i-й молекуле совокупности равных (тож-
дественно или зеркально) молекул единообразно 
задан центр Oi. Совместим начало координат с 
центром O0 некоторой исходной молекулы, а цен-

трам других сопоставим вектор Xi. Расположение 
i-й молекулы относительно исходной характери-
зуется матрицами собственного или несобствен-
ного вращения Fi и параллельного переноса Xi. 
Пару молекул O0Oi называют контактом и обо-
значают KFi

(Xi). Контакты KF1
(X1) и KF2

(X2) назы-
ваются эквивалентными, если пару молекул O0O2 
можно совместить как целое с парой молекул 
O0O1. Главная теорема метода симметрии потен-
циальных функций П.М. Зоркого:

                  KF (X) = KF –1 (IF –1X),                     (1)

где I – матрица инверсии, показывающая, что 
как бы ни была расположена молекула O1 отно-
сительно O0 в общем случае найдется такой спо-
соб расположения молекулы O2, что контакт O0O2 
будет эквивалентен контакту O0O1. Допустимо 
использовать сокращение KF(X) ≡ KFX , где FX – 
симметрическая операция, переводящая одну мо-
лекулу в другую.

Кооперативность слабых межмолекулярных 
взаимодействий предполагает, что поиск опор-
ных контактов в общем случае не дает однознач-
ного результата, хотя операция симметрии, пере-
водящая одну молекулу в другую, и энергия кон-
такта некоторым образом взаимосвязаны, что не 
было секретом еще для А.И. Китайгородского [7] 
и о чем свидетельствуют статистические иссле-
дования [8, 9]. Минимально необходимое число 
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симметрически независимых контактов, обеспе-
чивающих трехмерный каркас межмолекулярных 
взаимодействий при заданных Z′ и Z′′ (Z′ – число 
молекул в симметрически независимой части эле-
ментарной ячейки, Z′′ – число занятых молекула-
ми орбит [10]) зависит только от пространствен-
ной группы кристалла [11] и, таким образом, 
является инвариантом его структурного класса 
(СК). В немолекулярных кристаллах, в отличие 
от молекулярных, даже выделение строительного 
блока («молекулы») само по себе является весьма 
сложной задачей [12, 13], поэтому такие системы 
мы не рассматриваем.

Существует особая разновидность межмолеку-
лярных контактов – опорные, или структурообра-
зующие, контакты, которые А.И. Китайгородский 
называл определяющими [14] и которые могут 
сохраняться при некоторых фазовых переходах. 
Набор опорных контактов является в математиче-
ском смысле нечетким [15] и может быть выбран 
разными способами, но в первую очередь в него 
должны быть включены контакты: а) вносящие 
наибольший вклад в потенциальную энергию 
кристалла; б) наиболее устойчивые к разрыву, 
что означает маленький индекс ангармоничности 
и что можно определить по форме потенциаль-
ной кривой межатомного взаимодействия [16]. 
Не так давно было введено понятие энергетиче-
ского каркаса (energy framework) [17], в котором 
по результатам расчета энергии межмолекуляр-
ного взаимодействия молекулы соединяются ре-
брами разной толщины, пропорциональной силе 
взаимодействия. Опорные контакты, как прави-
ло, отвечают порождающим операциям группы 
симметрии кристалла. Чтобы породить кристал-
лическую структуру, в каждом кристалле доста-
точно ограниченного набора опорных контактов. 
У трехмерных гомомолекулярных кристаллов, 
состоящих из молекул одного химического сорта, 
наименьшее достаточное число опорных контак-
тов равно [18]:

crit SG PG1
inf(CN ) = 1 ,

Z

i
U Z U




   

                   (2)

где |USG| – число элементов в минимальном по-
рождающем подмножестве пространственной 
группы кристалла; |UPG| – число элементов в ми-
нимальном порождающем подмножестве точеч-
ной группы симметрии (стабилизатора) позиции 
молекулы за вычетом тех элементов, которые 
не входят ни в одно из минимальных порожда-
ющих подмножеств пространственной группы 
(непорождающие элементы [19, 20]). Для поис-

ка наиболее значимых опорных (порождающих) 
контактов можно использовать метод молеку-
лярных полиэдров Вороного–Дирихле (ПВД) 
[21], примененный нами ранее к кристалличе-
ским α,ω-диолам [22] и углеводородам [23, 24]. 
Контакты, отвечающие непорождающим опера-
циям симметрии, называют четкими непорож-
дающими, а контакты, отвечающие операциям, 
входящим во все минимальные порождающие 
наборы – четкими порождающими контактами 
[25]. Нечеткие контакты особенно характерны 
для OD-структур [26], у которых значения по-
тенциальной энергии упорядоченных полимор-
фов (MDO-структур) могут быть очень близки.

Систему порождающих контактов в кристал-
ле удобно представлять в виде графа Кэли [27]. 
Графы Кэли известны не только для групп, но 
и для группоидов [28]. Группоиды оказываются 
незаменимыми в тех случаях, когда между не-
котрыми частицами кристалла отсутствует «на-
стоящая» симметрическая операция, например 
в модулярных OD-структурах [29, 30]. Модули, 
выделяемые в прототипной кристаллической 
структуре, могут быть не только слоями, как 
это чаще всего бывает, но и 0- или 1-мерными 
структурными единицами. Согласно общему 
взгляду на проблематику группоидов в моду-
лярных структурах и сопутствующую терми-
нологию, изложенному в [31], в выборе моду-
лей существует некоторая степень неоднознач-
ности, впрочем, не являющаяся произвольной. 
Обычно применяются следующие естественные 
критерии: (I) химически идентифицированные 
модули обычно являются отправной точкой в 
модульном анализе. Например, модули с более 
сильными внутримодульными, чем межмодуль-
ными, связями; (II) альтернативный выбор, ко-
торый не учитывает химическую идентичность 
модуля, иногда полезен для уменьшения числа 
типов модулей и упрощения описания группои-
да; (III) разделение модуля на небольшие строи-
тельные блоки может быть полезным, когда эти 
блоки встречаются также в других структурах. 
И наоборот, наборы модулей можно рассматри-
вать как единый модуль, если такая перспектива 
дает некоторое преимущество, например, когда 
различные типы модулей, регулярно встречаю-
щиеся в структуре, могут рассматриваться как 
один тип модуля. Задача кристаллографиче-
ского разбиения пространства (в частности, на 
модули) может быть решена с использованием 
только математических критериев (например, 
см. [32]), однако большая часть химической ин-
формации при этом теряется. 
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Наиболее наглядный подход к конструирова-
нию группоида в структурной химии описан в 
[33]. Развитие теории нечетких множеств при-
вело к появлению нечетких графов Кэли снача-
ла для групп [34], затем для группоидов [35]. 
Вершины графа Кэли соотвествуют элементам 
группы/группоида, направленные ребра – порож-
дающим элементам. Если ребро, отвечающее по-
рождающему элементу g, направлено от вершины 
a к вершине b, то a·g = b, где «·» –  определен-
ная на множестве бинарная операция. По мне-
нию Стариковой [36], графы Кэли стали не про-
сто средством визуализации, но и полноценными 
компонентами рутинных практик в теории групп. 
Пусть U – множество элементов ui, и μV : U → [0,1]. 
Нечетким подмножеством V в U называется [37] 
множество вида {(u, μV (u) ):u  U}, а μV (u) называ-
ют степенью принадлежности u к V. Сумму 

1
( )i

n
Vi

uM 

 , 

где n = |U|, называют массой нечеткого подмноже-
ства V. Под нечетким графом Кэли четкой груп-
пы/группоида понимается граф Кэли с нечетким 
подмножеством ребер.

В настоящей работе впервые определены 
группа межмолекулярных контактов, четкий и 
нечеткий графы Кэли группы межмолекулярных 
контактов, конечный группоид Брандта для моле-
кулярной структуры и его граф Кэли.

Группа контактов

Воспользуемся основными определениями 
теории квазигрупп [38]. Множество Q с заданной 
бинарной алгебраической операцией «·» называ-
ется группоидом, или магмой, (Q, ·). Группоид, в 
котором однозначно разрешимы уравнения вида 
a·x = b и y·a = b для всех a, b  Q (свойство дели-
мости), называется квазигруппой. Квазигруппа с 
единичным элементом, т.е. e: a·e = e·a = a для 
любого a  Q, называется лупой. От группы лупа 
отличается тем, что в лупе нет требования об ас-
социативности бинарной операции «·». Группоид 
без свойства делимости, но с единичным элемен-
том называется унитарным. Группоид с ассоциа-
тивностью называется полугруппой. Полугруппа 
с единичным элементом называется моноидом.

Определим бинарную операцию на множестве 
классов эквивалентности межмолекулярных кон-
тактов. Пару молекул OiOj обозначим K(i,j). 

Определение 1. Назовем контакт K(i,j) экви-
валентным K(k,l), если существует симметриче-
ское преобразование OiOj → OkOl. 

Более простым определением П.М. Зоркого 
здесь обойтись нельзя, потому что молекулы Oi 
и Ok могут быть равны не тождественно, а зер-
кально, в этом случае пары наложиться друг на 
друга не смогут. Множество всех контактов, эк-
вивалентных K(i,j) (класс эквивалентности), бу-
дем обозначать [K(i,j)]. 

Определение 2. Пусть контакт K(0,1) от-
носится к классу эквивалентности [K(0,1)], а 
K(1,2) – к классу [K(1,2)]. Назовем  класс экви-
валентности контакта K(0,2) произведением пер-
вых двух: [K(0,2)] = [K(0,1)]·[K(1,2)], а операцию 
«·» – умножением.

Каждому контакту отвечает некоторое пре-
образование, переводящее одну молекулу в дру-
гую. Если молекулы в контакте занимают одну 
орбиту группы симметрии кристалла, то данное 
преобразование является преобразованием сим-
метрии FX, входящим в данную группу. Поэтому 
в гомомолекулярном моносистемном кристалле 
(Z′′ = 1) на множестве классов эквивалентности 
контактов их произведение, подобно композиции 
преобразований симметрии, является бинарной 
операцией. Таким образом, классы эквивалент-
ности контактов образуют группоид по операции 
умножения. Если молекулы займут разные орби-
ты, т.е. они, строго говоря, уже не будут равны 
тождественно или зеркально, то их преобразова-
ние друг в друга не будет симметрическим. В та-
ких конструкциях, строго говоря, нет бинарной 
операции [K]·[K] → [K].

Ограничим наше рассмотрение вначале го-
момолекулярными моносистемными кристал-
лами, в которых молекулы занимают общую 
позицию. Пусть [K(i,i)] – класс эквивалентно-
сти контакта i-й молекулы «с самой собой», 
т.е. пара совпадающих молекул. Очевидно, 
что поскольку K(i,i) = K(j,j)  для любых зна-
чений i и j, то [K(i,j)] = [K(i,i)]·[K(i,j)] = 
= [K(i,j)]·[K(j,j)] = [K(i,j)]·[K(i,i)]. Значит, 
[K(i,i)] ≡ e – единичный элемент в группоиде. 
Классы эквивалентности контактов [K(i,j)] 
и [K(j,i)] будут взаимно обратными эле-
ментами группоида: [K(i,j)] = [K(j,i)]–1, так 
как [K(i,j)]·[K(j,i)] = [K(i,i)] = e = [K(j,j)] =                 
= [K(j,i)]·[K(i,j)]. Поскольку произведение клас-
сов эквивалентности представляет собой по сути 
композицию преобразований, то такое умноже-
ние является ассоциативным. Следовательно, 
классы эквивалентности контактов образуют 
группу по операции умножения. Группу классов 
эквивалентности контактов для краткости будем 
называть просто группой контактов. Несложно 
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показать, что эта группа изоморфна простран-
ственной группе кристалла.

Формула (2) выполняется независимо от того, 
образуют контакты какой-либо группоид или нет, 
причем выполняется она не только для трехмер-
ных кристаллов, описываемых одной из федоров-
ских групп, но и для кристаллов в пространствах 
меньшей размерности и/или с периодичностью 
в меньшем числе измерений. В этом случае кри-
сталл можно описать обобщенным структурным 
классом вида

 0,
1

, ,
Zn n

m i
i

G U GZ k





где n
mG   – n-мерная пространственная группа, пери-

одическая в измерениях m ≤ n, 0,
n

iG  – n-мерная то-
чечная группа симметрии (стабилизатор) позиции 
молекул, занимающих i-ю орбиту. Операции сим-
метрии, входящие во множество 0,

1

Z n
i

i
U G



, порожда-

ют некоторую группу 0,
1

Z n
i

i
U G



  , которая может быть 

как точечной, так и периодической не более чем 
в n измерениях. Например, у одномерной группы 
симметрии 1

1G  с отражением в точке p1m есть три 
позиции Уайкова со стабилизаторами 1

0G : c (ста-

билизатор 1), b и a (стабилизаторы m). Очевидно, 
что < ma; 1 ≥ ma, < mb; 1 ≥ mb, однако < ma;  
mb ≥ p1m. В общем случае, если

  0,1
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U
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  n
mGU  – мощность минимального порождаю-

щего подмножества исхдной группы, то
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(3)

Как известно, групп 1
1G  всего две (p1 и p1m), 

но структурных классов бесконечно много, 
некоторые из которых схематично представ-
лены на рис. 1, где крестики символизируют 
одномерные «молекулы», а «молекулы» на раз-
ных орбитах отличаются по цвету; |U(p1)| = 1, 
|U(p1m)| = 2. 

По мере увеличения Z′′ значение inf(CNcrit′) 
тоже увеличивается. Тем не менее, согласно (3), 
классы p1m, Z = 1(m) и p1m, Z = 2(m2), а так-
же p1m,  Z = 3(1; m) и p1m, Z = 4(1; m2) имеют 
по одинаковому числу порождающих контактов 
(один и два соответственно).

Рис. 1. Слева: а – одномерная группа p1 и схемы ее структурных классов (сверху 
вниз) p1, Z = 1(1); p1, Z = 2(12); p1, Z = 3(13); б – одномерная группа p1m и схемы ее 
структурных классов (сверху вниз) p1m, Z = 1(m); p1m, Z = 3(1; m); p1m, Z = 2(m2); 
p1m, Z = 4(1; m2). Справа (в прямоугольниках) показаны соответствующие порожда-

ющие контакты



228
Вecтн. Моск. ун-та. Сер. 2. Химия. 2023. Т. 64. № 3 
Vestn. Mosk. un-ta. Ser. 2. Chemistry. 2023. T. 64. № 3

С помощью структурных классов групп 
1
1G  можно описывать систему контактов между 

слоями гетеродесмических слоистых кристалли-
ческих структур, которые сами по себе описыва-
ются группами 2

2G , в том числе в OD-политипах. 
Под контактом в этом случае понимается пара 
слоев. Все контакты между ближайшими друг к 
другу слоями являются четкими порождающи-
ми. OD-структуры возникают при конкуренции 
не менее чем двух порождающих контактов. 
Группа 1

1G  является результатом проекции слоев 
на направление нормали. Если в группе 2

2G  всей 
кристаллической структуры содержится хотя бы 
одна ρ-операция симметрии, переводящая верх-
нюю сторону слоя в нижнюю сторону того же 
или соседнего слоя, т.е. ревертирующая слой, 
то получается структурный класс группы p1m. 
В противном случае получается структурный 
класс группы p1. Если имеется ρ-операция, ко-
торая связывает две стороны одного слоя (λ-ρ-
операция), то в группе p1m проекция данного 
слоя занимает орбиту m. В противном случае он 
занимает общую орбиту. Аналогичным образом 
с помощью структурных классов плоских групп      
( 2

2G ) можно описать систему контактов между це-
почечными структурными единицами кристалла, 
каждый из которых описывается группой стерж-
ней 2

1G .
Рассмотрим другой пример – бордюр класса 

p1m1, Z = 2(1) (рис. 2, а). Согласно (3), inf(CNcrit′) = 
= 2 + 1 – 1 – 0 = 2.

В этом бордюре контакты через плоскости зер-
кального отражения, расположенные по разные 
стороны от исходной молекулы 1 (закрашенной 
в серый цвет), симметрически не эквивалентны. 
Пусть K(1,2) ≡ Km и K(1,4) ≡ Kmt. Тогда, как видно 

из рис. 2, [Km]·[Kmt] = [K(1,3)], однако если бы в 
качестве исходной молекулы взяли молекулу 2, то 
[Km]·[Kmt] = [K(2,4)]. Противоречия здесь нет. Если 
O1O3 и O2O4 симметрически связаны отраже-
нием m, то K(1,3) = K(2,4). При этом K(1,5) =                      
= K(4,2) ≠ K(2,4).

Подчеркнем, что композиция контактов – не 
то же самое, что композиция операций симме-
трии. [Kmt]·[Km] = [K(1,5)], а при умножении 
операций симметрии mt·m сначала молекула 1 
преобразуется в 4, затем 4 преобразуется в 3. 
Как уже было показано, K(1,5) ≠ K(1,3).

Порождающими классами эквивалентности 
контактов в этой группе являются [Km] и [Kmt]. 
Несмотря на то, что формально группу можно 
породить и другими элементами, с точки зре-
ния химии, выбор вполне однозначен, так как 
молекула 1 может формировать короткие ме-
жатомные контакты только с молекулами 2 и 4. 
Поэтому данные порождающие контакты явля-
ются четкими.

Граф Кэли группы контактов в структурном 
классе p1m1, Z = 2(1) показан на рис. 2, б. Он яв-
ляется четким графом. Два разнонаправленных 
ребра между двумя одинаковыми вершинами изо-
бражены на нем в виде одного ненаправленного 
ребра.

Если молекулы занимают частную позицию, 
то классы эквивалентности контактов, к сожале-
нию, не образуют ни группу, ни даже группоид, 
поскольку на их множестве бинарную алгебраи-
ческую операцию задать не удается. Рассмотрим 
структурный класс p1m1, Z = 1(m), в котором, в 
отличие от предыдущего класса, молекула 1 ≡ мо-
лекула 2, молекула 4 ≡ молекула 5, и т.д. В таком 
случае, благодаря зеркальной симметрии моле-

Рис. 2. Структурный класс p1m1, Z = 2(1) (а) и граф Кэли его группы контактов (б)
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кулы, согласно определению 1, [K(i,j)] = [K(j,i)]. 
При этом, согласно определению 2, [K(1,6)] = 
= [K(1,4)]·[K(4,6)] = [K(1,4)]2, но с другой сторо-
ны, e = [K(1,1)] = [K(1,4)]·[K(4,1)] = [K(1,4)]2, чего 
быть не должно, поскольку у бинарной алгебраи-
ческой операции результат должен быть опреде-
лен однозначно. Именно поэтому наше рассмо-
трение ограничено только теми кристаллами, в 
которых молекулы занимают общую позицию.

Рассмотрим еще один пример – бордюр класса 
p2, Z = 2(1) (рис. 3, а). Согласно (3), inf(CNcrit′) = 2.
Для молекулы 1 порождающими здесь могут быть 
контакты с молекулами, симметрически связан-
ными либо с 1 трансляцией t (номера 5 и 3), либо 
с поворотными осями 2 (номер 2) и 2′ (номер 4). 
Каким-либо иным контактам не соответствует сто-
рона области Дирихле, построенной на рис. 3, а 
по центрам молекул вокруг O1. В классе p1m1, 
Z = 2(1) аналогичный незамкнутый ПВД был за-
ключен между двумя ближайшими зеркальными 
плоскостями, и там не было неоднозначности в 
выборе порождающих элементов группы кон-
тактов. Здесь же порождающими могут быть два 
из четырех элементов: [K(1,5)], [K(1,3)], [K(1,2)] 
и [K(1,4)] в любом сочетании за исключением 
[K(1,5)], [K(1,3)], так как они взаимно обратны. 
Более того, чисто физически класс эквивалент-

ности [K(1,5)] возникает в момент появления 
[K(1,3)], и наоборот, так что включать их вместе в 
граф Кэли было бы безосновательно. Таким обра-
зом, порождающий набор контактов можно счи-
тать нечетким подмножеством из трех элементов: 
[K(1,2)], [K(1,4)] и, например, [K(1,3)], в котором 
степени принадлежности каждого элемента рав-
ны 2/3, поскольку каждый элемент входит в 2 из 3 
возможных четких наборов. На рис. 3, б приведен 
нечеткий граф Кэли с данными порождающими 
элементами и подписанной степенью принадлеж-
ности ребер. При более практичном подходе сте-
пени принадлежности контактов можно ставить в 
зависимость либо от соответствующих телесных 
углов молекулярного ПВД, учитывающего кон-
кретное расположение атомов, либо от энергии 
межмолекулярного взаимодействия.

В частном случае нечеткий граф Кэли группы 
контактов за счет исчезновения нечетких ребер 
может стать четким. Например, в структуре од-
ного из замещенных 1,3,5-триазинов с нескольки-
ми центрами H-связей у молекулы формируется  
молекулярная H-связанная цепь (рис. 4) [39], ко-
торая при проецировании на плоскость описыва-
ется плоским структурным классом p2, Z = 2(1). 
В этой цепи нет сильного взаимодействия транс-
ляционно-связанных молекул, в связи с чем из 

Рис. 3. Структурный класс p2, Z = 2(1) (а) и граф Кэли его группы контактов (б)
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порождающего набора исчезает [K(1,3)] и набор 
перестает быть нечетким. 

В качестве примера трехмерной кристалли-
ческой структуры рассмотрим структуру орга-
нического минерала кладноита [40],  состояще-
го из молекул фталимида состава C6H4(CO)2NH. 
Структура кладноита относится к классу P21/n, 
Z = 4(1), эквивалентному P21/с, Z = 4(1) (стан-
дартная установка пространственной группы). 
Каждая молекула имеет непосредственные ка-
сания с 14 молекулами (CNmol = 14), но опор-
ными среди этих касаний являются далеко не 
все. Согласно (3), в данном структурном классе 
inf(CNcrit′) = 3 + 1 – 1 = 3 порождающих контактов 
в минимальном наборе. Порождающие контакты 
можно выбрать, как минимум, двумя разными 
способами (рис. 5). 

Каждая молекула через ближайший центр ин-
версии формирует прочный димер за счет пары 
эквивалентных H-связей N–H...O, этот контакт 
можно считать четким порождающим (K(1,2), 
рис. 5). Практически такими же значительными 
контактами по значению телесных углов Ω мо-
лекулярного ПВД (таблица) являются  контакты 
K(1,5) = K(6,1) с молекулами, отстоящими от ис-
ходной на трансляцию c, и контакт K(1,7) через 
еще один центр инверсии, причем плоскость, 
задаваемая парой  контактов K(1,2) и K(1,7), не 
параллельна плоскости (001). Для формирования 

трехмерного кристалла также необходимы кон-
такты K(1,4) = K(3,1) с молекулами, получающи-
мися из исходной с помощью ближайшей винто-
вой оси 21. В отсутствие этих контактов кристалл 
теряет связность в трехмерном пространстве и 
распадается на молекулярные слои (200). 

Классы эквивалентности [K(1,5)] и [K(1,7)] в 
качестве порождающих взаимозаменяемы, таким 
образом, они являются нечеткими порождаю-
щими контактами. По значениям Ω эти контак-
ты примерно равнозначны, однако по значению 
энергии межмолекулярного взаимодействия, рас-
считанной в атом-атомном приближении по по-
тенциалу 6-exp с параметрами Filippini–Gavezzotti 
[41],  [K(1,5)] значительно сильнее, чем [K(1,7)] – 
36,25 против 8,91 кДж/моль (таблица). Степень 
принадлежности каждого контакта к нечеткому 
набору порождающих можно рассчитать через 
среднее взвешенное с учетом кратности кон-
такта: μ[K(1,5)] = 2∙36,25/(2∙36,25 + 1∙8,91) ≈ 0,9, и 
μ[K(1,5)] ≈ 0,1. Нечеткий граф Кэли группы контак-
тов представлен на рис. 6, а. С включением только 
контактов [K(1,5)] сеть опорных контактов стано-
вится 5-координированной и относится к тополо-
гическому типу bnn (гексагональный BN, рис. 6, 
б слева). С включением только контактов [K(1,7)] 
сеть опорных контактов становится 4-координиро-
ванной и относится к топологическому типу dmp 
(рис. 6, б справа). С включением контактов обоих 

Рис. 4. Молекулярная цепь с проекцией класса p2, Z = 2(1) в структуре замещенного 
1,3,5-триазина

Порождающие контакты в кристаллической структуре кладноита

[K(i,j)] d(Oi–Oj), Å Ω, % 4π –U, кДж/моль Кратность μ

[K(1,2)] 6,984 12,49 34,27 1 1,0

[K(1,4)] 7,551 8,93 7,16 2 1,0

[K(1,5)] 3,810 11,83 36,25 2 0,9

[K(1,7)] 6,945 11,91 8,91 1 0,1
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типов сеть является 6-координированной, относя-
щейся к типу ecu-6-Pnna, представляющему со-
бой дефектный подтип 8-координированной сети 
ecu. Буквенные коды топологических типов соот-
ветствуют номенклатуре, принятой RCSR [42].

Моноид контактов

Рассмотрим бисистемный бордюр класса p1, 
Z = 2(12), в котором две симметрически неза-

Рис. 5. Варианты выбора порождающего набора контактов в кристаллической структуре 
кладноита, вид вдоль c 

висимые молекулы не переводятся друг в друга 
каким-либо симметрическим преобразованием 
(рис. 7, а). Даже если их связывает некоторая 
частная операция (PO), действующая локально, 
это не играет никакой роли, так как частная опе-
рация не имеет продолжения в соседнем струк-
турном звене кристалла.

Как и в классе p1m1, Z = 2(1), в классе p1, 
Z = 2(12) два четких порождающих контакта: 
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[K(1,1′)] и [K(1′,3)], причем второй класс 
можно рассматривать как результат искаже-
ния первого. На множестве контактов ком-
позиция теперь не является бинарной алге-
браической операцией, поскольку, к примеру, 
элемент [K(1,1′)]·[K(1,1′)] не определен. От 
этого  недостатка можно избавиться, задав 
[K( 1 , i ′ ) ] · [ K ( 1 , j ) ]  =  [ K ( 1 , i ′ ) ] · [ K ( 1 , j ′ ) ]  =  
=  [ K (1′,i)]·[K(1′,j)] = [K(1′,i)]·[K(1′,j′)] = 0 для 
любых порядковых номеров i и j, а также [K]·0 = 
= 0·[K] = 0 для всех [K]. Такая конструкция об-
ладает свойствами полугруппы [33]. С единичным 
элементом e = [K(1,i′)]·[K(i′,1)] = [K(1′,i)]·[K(i,1′)] =                               
= [K(1′,i′)]·[K(i′,1′)] = [K(1,i)]·[K(i,1)] она превра-
щается в моноид. На рис. 7, б представлен его 
граф Кэли.  

Класс p1, Z = 2(12) также может быть следстви-
ем искажения классов p1, Z = 1(1) и p11g,  Z =             
= 2(1). Например, в структуре производного ими-
дазола с CSD-рефкодом [43] ABESEG01 сосед-
ние молекулы в цепи связаны псевдоплоскостью 
скользящего отражения, которая не является кри-
сталлографической [44]. Цепь образована за счет 
двух неодинаковых межмолекулярных H-связей 
N…H–N с расстояниями N…H 2,000 и 2,028 Å 
соответственно (рис. 8). При проецировании на 
плоскость эта молекулярная цепь дает структур-
ный класс p1, Z = 2(12).

Легко показать, что граф Кэли группы кон-
тактов, равно как граф Кэли моноида контактов 
с удалением вершины 0 и смежных ей ребер, го-
меоморфен сети опорных контактов в кристалли-

Рис .  6. Нечеткий  граф  Кэли  группы  контактов  в  кристаллической  структуре                      
кладноита (а) и топологические типы bnn (слева) 

и dmp (справа) (б)
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Рис. 7. Структурный класс p1, Z = 2(12) (а) и граф Кэли его моноида контактов (б)

Рис. 8. Фрагмент молекулярной цепи в структуре ABESEG01 [44]. Атомы H, не участвующие в H-связях, 
не показаны

ческой структуре. Нечетким графам Кэли гомео-
морфна нечеткая сеть опорных контактов. Таким 
образом, эти графы несут большую часть инфор-
мации друг о друге. 

Стоит отметить, что графы могут быть и ко-
нечными (в случае, если молекулярный агломерат 
островной). Такое наблюдается, например, у од-
ного из соединений, чья частица представляет со-
бой фрустрированную Льюисову пару P/B внутри 
шестичленного кольца (рис. 9, а). Эта структура 
относится к классу 4I , Z = 2( 4 ) относитель-
но супрамолекулярных циклооктамеров состава 

C224H296B8F10P8 [45] (рис. 9, б). Через центр ок-
тамера проходит инверсионная ось 4-го порядка, 
а в самом октамере имеются две симметрически 
независимых молекулы (P1/B1 и P2/B2). Можно 
сказать, что структурный класс самого октамера 
4 , Z = 8(12). Октамер сформирован двумя порож-
дающими контактами, отвечающими коротким 
межатомным взаимодействиям P1…B2 и P2…B1 
соответственно (рис. 9, в).

Группы и группоиды контактов можно кон-
струировать для любых молекулярных структур, 
которые описываются субпериодическими про-
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Рис. 9. Структурная формула молекулы (а); супрамолекулярный циклооктамер 
состава C224H296B8F10P8 (б), Mes* = 2,4,6-тритретбутилфенил, заместители ше-
стичленного кольца в циклооктамере не показаны полностью (б); граф Кэли 

моноида контактов в классе 4 , Z = 8(12) (в) 
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странственными группами, представленными 
в Томе E Международных таблиц по кристал-
лографии [46]. Рассмотрим красивый пример 
триклинного полисистемного (Z′′ = 8) кремне-
органического соединения [47] с CSD-рефкодом 
POVYEG, в котором Brock обнаружила псев-
дотетрагональные слои (рис. 10, а) симметрии 

4 2p b  [48]. Настоящий структурный класс дан-

Рис. 10. Псевдотетрагональные слои [48] в структуре с CSD-рефкодом POVYEG 
(Z′′ = 8) (а); нечеткий граф Кэли моноида контактов с удаленной вершиной 0 

для H-связанных тетрамеров (б)

ного соединения (без учета псевдосимметрии) 
, Z = 16(18).
Минимальное подмножество порождающих 

операций группы 24bp  содержит |USG| = 2 эле-
мента. Частных орбит молекулы не занимают. 
Если бы симметрия слоев была кристалло-
графической, т.е. Z′′ = 1, то в таком случае 
из (3) следовало бы, что в молекулярном слое 
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inf(CNcrit′) = 2 + 1 – 1 = 2 порождающих кон-
такта. Однако с учетом структурного класса 

1P , Z = 16(18) и 1PU  = 4 [18] данная кристал-
лическая структура имеет 

inf(CNcrit′) = 4 + 8 – 1 = 11 

порождающих контактов, из которых 10 отве-
чают контактам внутри слоев и один – кон-
такту между слоями. Тетрамеры молекул 
соединены H-связями (на рис. 10, а H-связи 
показаны пунктирными линиями), однако те 
совсем не являются четкими порождающими 
контактами. Поясним почему. 

Легко заметить, что тетрамеры укладыва-
ются в плотный «шаровой» слой класса p1,                    
Z = 2(12), для которого inf(CNcrit′) = 2 + 2 – 1 = 3. 
Следовательно, максимум 10 – 3 = 7 порожда-
ющих межмолекулярных контактов в слое на-
ходятся внутри тетрамеров. Таким образом, 
максимально возможная степень принадлеж-
ности контакта, образованного за счет H-связи, 
к нечеткому порождающему набору равна 7/8. 
Поэтому для каждого тетрамера получается мо-

ноид контактов с нечетким графом Кэли, пред-
ставленным на рис. 10, б.

Заключение

Подходы к описанию модулярных структур 
обычно опираются на естественные (т.е. не явля-
ющиеся математическими) критерии выбора мо-
дулей, одной из разновидностей которых является 
молекула вместе с формируемыми ей межмолеку-
лярными контактами. К модулярным структурам 
можно применять методы теории группоидов, 
однако принципиальная математическая неодно-
значность выбора модуля не может быть разре-
шена без привлечения дополнительной (химиче-
ской) информации. Для рассмотренных в работе 
группоидов межмолекулярных контактов пред-
лагается построение нечеткого графа Кэли, в ко-
тором химическая информация конвертируется в 
степени принадлежности ребер, причем в некото-
рых случаях нечеткий граф вырождается в четкий. 
Предложенный подход может быть полезен при 
изучении полиморфизма и фазовых переходов в 
молекулярных кристаллах.
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