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Ранее нами были рассмотрены результаты чис-
ленного решения обратной задачи оптического сме-
шения методом регуляризации Тихонова для полиди-
сперсных систем [1]. 

В данной работе рассматривается решение об-
ратной задачи спектроскопии оптического смешения 
методом сингулярного разложения матрицы СЛАУ, 
известного в англоязычной литературе как метод 
SVD или TSVD (truncated singular value decomposition 
method или TSVD method) [2].

Решаемая задача представляет собой систему 
уравнений

                        
(1)

относительно функции Z(Г), характеризующей рас-
пределение рассеивающих частиц взвеси по разме-
рам. Величина Г связана с радиусом R частиц:

  

                                  

где D – коэффициент диффузии частицы радиусом 
R в жидкости, λ – длина волны монохроматического 
света в жидкости, θ – угол рассеяния анализируемого 
излучения,  Т – температура жидкости, η – динамиче-

ская вязкость жидкости. По виду функции Z(Г) мож-
но установить наличие в составе взвеси частиц тех 
или иных размеров [3], а зная оптические свойства 
рассеивающих частиц, установить распределение 
концентраций частиц в зависимости от R.

Для решения системы уравнений (1) сведем ее к 
СЛАУ:

                        

                   
(2)

 
или 

                                        Az = g,                                            (2а)

где 

        
                      

Как было показано нами ранее [1], при  примене-
нии метода регуляризации Тихонова для приближен-
ного решения СЛАУ (2а) чувствительность решения 
z к погрешности δg правой части (2) определяется 
свойствами матрицы S в сингулярном разложении ма-
трицы A: A = USVT, где U и V – ортогональные матри-
цы, S – диагональная матрица с неотрицательными 
диагональными компонентами. Выберем S так, чтобы 
ее компоненты на диагонали располагались в невоз-
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растающем порядке. Точное решение z системы (2а), 
формально определяемое как

             z = A–1g = (USVT) –1 g = VS–1  UTg ,

при наличии погрешности δg равно

                     z + δz = VS–1  UT (g + δg).

При этом  
                     

                               
где s1/sN  – отношение максимальной и минимальной 
компонент матрицы S, которое может быть очень ве-
лико.

Метод SVD состоит в замене матрицы S матри-
цей , получающейся из S обнулением всех ее диа-
гональных компонентов, кроме первых (наибольших) 
K-компонентов:  = diag(s1, s2, …, sK, 0 …, 0).

Перепишем новую СЛАУ U VTz͂   = g в виде p͂  = b, 
где p͂  ≡ VTz͂   и b ≡ UTg. Приближенное решение этой 
СЛАУ можно выбрать, например, в виде 

 
                             

где

                 
Такой выбор позволяет повысить устойчивость ре-

шения z к погрешности правой части (2а):
 

         
При этом невязка, даваемая решением z ͂ , равна 

 
  

  

Последняя сумма дает вклад в невязку ||r||2, кото-
рый не может быть уменьшен и не зависит от приме-
няемого приближенного метода решения (2а). Меняя 
параметр K, можно осуществлять баланс между ма-
лым значением ||δz ͂ ||/||z ͂ || (при малом K) и малым значе-
нием ||r||2 (при большом K).

Рассмотрим практическую реализация алгоритма 
решения задачи оптического смешения с помощью 

метода SVD, а также свойства получаемых решений 
в зависимости от параметров алгоритма и параметров 
обрабатываемого сигнала. Описываемый алгоритм 
предназначен для решения задачи (2а), обобщенной 
с учетом фонового сигнала Ф, не зависящего от ча-
стоты:

                              Az + Ф = g,                                 (3)
где

При решении системы (3) фоновый сигнал Ф моде-
лировался дополнительным лоренцианом большой 
ширины: 

                      
Фоновая составляющая Ф в спектрах оптическо-

го смешения может являться следствием шума фото-
приемника, тракта регистрации и усиления сигнала, а 
также может включать достаточно широкие по срав-
нению с полосой обзора экспериментальной установ-
ки спектральные составляющие, обусловленные рас-
сеянием лазерного излучения растворителем.

Будем искать такое приближенное решение z  за-
дачи (3), когда Zj ≥ 0 при j = 1, …, N + 1. Этого можно 
добиться, если вспомнить, что выбор решения (2)–(3) 
в форме  

    
где

    

в значительной мере произволен. Воспользуемся вме-
сто него в качестве решения (3) вектором

                                      
:

  
                 
                                   

(4)

при условии z ≥ 0. 
Здесь pI = (p1, …, pK), pII = (pK+1, …, pN), bI = (b1, …, 

bK), γ – параметр метода, SI – матрица размером K×K 
вида SI = diag(s1, …, sK). При решении (3)–(4) будем 
предполагать, что величина погрешности ||δg|| правой 
части (3) известна. Описываемый алгоритм включает: 

1) задание начального (достаточно малого) значе-
ния K ≤ N; 
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2) задание начального (достаточно большого) зна-
чения γ; 

3) решение (4); 
4) вычисление невязки ||Az – g|| по найденному в 

предыдущем пункте решению z; 
5) уменьшение γ (в том случае, если ||Az – g|| > 

||δg||); 
5) при условии γ > γмин  возврат к решению (4); в 

ином случае увеличение K на 1 и возврат к пункту 2.
Таким образом, для найденного решения

                         zj ≥ 0 и ||Az – g|| ≤ ||δg||.

Продемонстрируем работу алгоритма на приме-
ре модельных распределений в зависимости от вида 
распределения z, величины фона Ф  и величины по-
грешности правой части ||δg||. Шум компоненты gi 
вектора g (с учетом фона) моделировался нормально 
распределенной случайной величиной с нулевым ма-
тематическим ожиданием и среднеквадратичным от-
клонением σgi.

Определение характеристик мономодального 
распределения размеров

Приведем результаты работы алгоритма на при-
мере мономодальных распределений в зависимости 
от величины фона Ф, величины σ, характеризующей 
относительную погрешность правой части и поло-
жения моды Г задаваемого распределения. Далее 
везде предполагаем ωi = i, i = 1, …, N, Гj = j, j = 1, 
…, N,  N = 50. При решении (3)–(4) для модельного 
g фоновый сигнал моделировался дополнительным 
лоренцианом с полушириной ГN+1 = 20ωN. При этом 
на всем диапазоне рассматриваемых частот от ω1 до 
ωN «фоновый» лоренциан меняется на 0,25%. 

На рис. 1.2–1.8 показано влияние величины шума 
σ в правой части (2а) на вид восстановленного рас-
пределения Z(Г). При достаточно малом значении σ 
с большой точностью определяется положение  моды 
Г заданного распределения, а также значение фона Ф. 
Определялась также величина ошибки восстановле-
ния фона ΔФ/Ф. Эта величина представлена в подпи-
сях к рисункам в тех случаях, когда вычисленное зна-
чение фона не равняется 0. Ошибка в восстановлении 
фона определяется как

  

                     

где Фвыч – вычисленное значение фона, Ф – действи-
тельное (заданное в распределении) значение фона. 

При величине шума σ в диапазоне от 0,001 до 
0,01 уширение распределения все еще невелико, его 
центр совпадает с Г заданного модельного распре-
деления. При дальнейшем росте шума погрешность 
определения фона резко возрастает, восстановлен-
ное распределение оказывается либо размытым, 
либо сдвинутым вправо относительно Г модельного 
распределения.

Рассмотрим влияние величины фона Ф на характе-
ристики восстановленного распределения Z(Г). Рост 
фона Ф приводит к росту правой части (2а) при неиз-
менном модельном распределении Z(Г). Вследствие 
этого при неизменной относительной величине шума 
σ абсолютная погрешность правой части (2а) растет. 
В результате при очень больших значениях Ф суще-
ственный вклад в общую погрешность дает величина 
σФ. Это приводит к размытию восстановленного рас-
пределения и к сдвигу центра распределения в сто-
рону больших значений Г. Данные закономерности 
иллюстрируют рис. 1.5–1.8.

Рассмотрим влияние положения моды Г модельно-
го распределения (рис. 2, 3) во всем рассматриваемом 
диапазоне значений Гj от 1 до 50 (данный диапазон 
в нашем случае также совпадает с диапазоном рас-
сматриваемых частот ωi). На рис. 2.2, 2.3, 3.2 и 3.3 по-
казаны восстановленные распределения при модель-
ных распределениях, изображенных на рис. 2.1 и 3.1. 
Сравнение этих рисунков показывает, что сдвиг Г мо-
дельного распределения в сторону больших значений 
приводит к уширению восстановленного распределе-
ния Z(Г). При этом точность определения фона также 
падает. Такое ухудшение восстановленного распреде-
ления вызвано тем, что для достаточно широких от-
носительно диапазона рассматриваемых частот (до 
ωN) лоренцевых кривых абсолютная погрешность 
задания высокочастотной части спектра оказывается 
выше, чем для узких кривых. Поэтому следует выби-
рать ωN и ГN так, чтобы для предполагаемых значений 
Г искомого распределения выполнялось условие 

Г < 0,4ωN (или Г < 0,4 ГN). 

При этом значение Г должно быть достаточно велико 
по сравнению с Г1 (несколько Г1).

Определение характеристик бимодального 
распределения размеров частиц

Рассмотрим влияние шума и расстояния между 
модами на характеристики восстановленного распре-
деления Z(Г) в случае бимодального модельного рас-
пределения (рис. 4, 5).
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Рис. 1. Восстановление мономодального распределения. 
Влияние параметров σ и Ф

Рис. 2. Влияние положения моды Г на восстановление распределения
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На рис. 4.2–4.4 видно, что с ростом шума σ ухуд-
шается разрешение мод бимодального распределе-
ния. При достаточно большом значении  σ восста-
новленное распределение (рис. 4.4) уже не разрешает 
двух мод и имеет один максимум. При увеличении 
расстояния между модами последние начинают раз-
решаться при шумах σ = 0,01 (рис. 5.2). При умень-
шении расстояния между модами модельного распре-
деления (рис. 5.1) моды перестают разрешаться даже 
при малых шумах σ (рис. 5.2–5.3). Так, для близких 
к реальным значениий σ, равных 0,001 и 0,01, мини-
мальные значения относительного расстояния между 
двумя модами составляют соответственно

ГГср. ≈ 0,4 и ГГср. ≈ 0,6; 
 

Рис. 3. Влияние положения моды Г на восстановление распределения

Рис. 4. Влияние шума σ на восстановление бимодального распределения

                         
где Г1 и Г2 – полуширины двух мод заданного рас-
пределения.

Анализ полимодальных распределений размеров 
частиц

Рассмотрим примеры восстановления распреде-
лений Z(Г) в случае  полимодальных распределе-
ний (рис. 7,  8). При восстановлении тримодально-
го распределения (рис. 7.1) удается получить три 
моды (рис. 7.2) только при низких уровнях шума 
(σ = 0,0001), что соответствует идеализированным 
условиям. Средняя мода и крайняя правая мода (с 
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наибольшей частотой)  сдвинуты вправо, и только 
крайняя низкочастотная мода восстанавливается с 
правильной частотой. При увеличении уровня шума 
до более реалистичного уровня (σ = 0,001) в тримо-
дальном распределении удается восстановить только 
две моды: крайнюю низкочастотную и среднюю, име-
ющую сдвиг вправо. 

При восстановлении пентамодальных распреде-
лений при уровне шума измеряемого сигнала  σ = 
0,001 полученное распределение имеет три моды. 
Точно восстановить удается только крайнюю моду, 
имеющую наименьшую частоту. Одна из средних 
мод распределения и крайняя мода, имеющая наи-

Рис. 6. Влияние расстояния между модами Г1  и Г2, и шума σ  
на восстановление бимодального распределения

Рис. 5. Влияние расстояния между модами Г1  и Г2 на восстановление 
бимодального распределения

большую частоту, восстанавливаются со сдвигом 
вправо.

Заключение

В работе рассмотрено решение обратной задачи 
оптического смешения методом сингулярного раз-
ложения матрицы (SVD) для разных распределений 
размеров динамически рассеивающих частиц. Опи-
сан алгоритм поиска приближенного решения зада-
чи оптического смешения с учетом положительно-
сти компонент вектора решения, а также с учетом 
постоянной фоновой составляющей сигнала. Учет 
положительности компонент решения СЛАУ (к 
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которой сводится задача оптического смешения) 
позволяет повысить устойчивость приближен-
ного решения обратной задачи. Для определения 
момента остановки алгоритма требуются априор-
ные сведения о величине шума входного сигнала. 
Приведены результаты восстановления модельных 
мономодальных, бимодальных и полимодальных 
распределений. При этом правая часть решаемой 
СЛАУ генерировалась численно, шум в правой ча-
сти СЛАУ моделировался случайной величиной, 
распределенной по Гауссу с нулевым математиче-

Рис. 7. Влияние шума σ на восстановление тримодального распределения

Рис. 8. Влияние шума σ на восстановление пентамодального распределения

ским ожиданием и дисперсией, пропорциональной 
сигналу на данной частоте.

Рассмотрен вопрос о влиянии шума измеряемо-
го сигнала (правой части СЛАУ) на характеристики 
решения обратной задачи методом SVD для моно- и 
бимодальных распределений размеров частиц в ана-
лизируемой взвеси. При достаточно малом значении 
шума σ программа с большой точностью определяет 
положение Г моды заданного мономодального рас-
пределения, а также значение фона. При величинах 
шума σ от 0,1  до 1,0% уширение распределения 
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все еще невелико, его центр совпадает с положени-
ем моды заданного модельного распределения. При 
дальнейшем росте шума погрешность определения 
фона резко возрастает, восстановленное распределе-
ние оказывается либо сильно размытым, либо сдви-
нутым относительно моды модельного распределе-
ния. Анализ влияния шума на разрешимость двух 
мод бимодального распределения показал, что для 
близких к реальным значениям σ (0,1 и 1,0%)  мини-
мальные значения относительного расстояния между 
полуширинами Г двух мод равны соответственно

ГГср. ≈ 0,4 и ГГср. ≈ 0,6.
Рассмотрено влияние величины фона Ф на харак-

теристики восстановленного распределения. Рост 
фона Ф приводит к росту измеряемого сигнала при 
неизменном модельном распределении, вследствие 
чего при неизменной относительной величине шума 
σ абсолютная погрешность правой части СЛАУ рас-
тет. В результате при очень больших значениях Ф 
существенный вклад в общую погрешность дает ве-
личина σФ. Это приводит к размытию восстановлен-
ного распределения и к сдвигу центра распределения 
в сторону больших Г.

Изучение вопроса о том, как следует выбирать 
диапазон рассматриваемых частот ωмакс и ширины ло-
ренцианов Гмакс, основываясь на априорных знаниях 
об искомом распределении рассеивающих частиц по 
размерам, показало, что ωмакс и Гмакс следует выбирать 
так, чтобы для предполагаемых значений Г искомого 
распределения выполнялось условие

Г < 0,4 ωмакс  (или Г < 0,4Гмакс). 
При этом значение Г должно быть достаточно ве-

лико по сравнению с полушириной Г1 самого узкого 
рассматриваемого лоренциана (несколько Г1). Выбор 
меньших ωмакс и Гмакс приводит к росту абсолютной 
погрешности задания высокочастотной части спектра 
(так как «хвосты» лоренцианов вычисляемого рас-
пределения оказываются еще слишком большими на 
границе ωмакс рассматриваемого частотного диапазо-
на) и ухудшению качества решения.

При восстановлении полимодальных распределе-
ний (три и более мод в распределении частиц по раз-
мерам) при уровне шума выше 0,1% не удается иден-
тифицировать моды исходного модельного распреде-
ления. Однако при достаточно малых значениях шума 
для тримодальных распределений удается получить 
достаточно близкое к исходному распределение. При 
восстановлении пентамодальных распределений уда-
ется достаточно близко восстановить крайние моды 
распределений и одну из средних мод. При увеличе-
нии расстояния между модами, возможно, удастся бо-
лее точно восстанавливать полимодальные распреде-
ления. Результаты этой работы позволяют надеяться, 
что при хорошем качестве приборной составляющей 
аппаратно-программного комплекса, обеспечиваю-
щей низкий шум и фон, и при усовершенствовании 
алгоритма SVD удастся восстанавливать с приемле-
мой точностью полимодальные распределения. Срав-
нение результатов, полученных методом SVD и ме-
тодом регуляризации Тихонова, рассмотренных нами 
в работе [1], показывает, что использование метода 
SVD более предпочтительно для восстановления по-
лимодальных распределений. 

При одинаковых параметрах численного модели-
рования метод SVD позволяет получить вдвое лучшее 
разрешение мод. Для бимодального распределения 
при σ = 0,1%  минимальные значения относительно-
го расстояния между полуширинами двух мод равны 
(для метода SVD ГГср. ≈ 0,4, а для регуляризации 
Тихонова ГГср. ≈ 0,8). 

После доработки метод SVD предполагается ис-
пользовать для анализа данных при исследовании 
биологических растворов, содержащих большое 
количество компонент, в частности сыворотки кро-
ви. Помимо увеличения соотношения сигнал/шум 
улучшению качества восстанавливаемых распре-
делений будут способствовать правильный подбор 
диапазона рассматриваемых частот и увеличение 
набора базисных лоренцианов, а также априорная 
информация о составе мод восстанавливаемого 
распределения.
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SOLUTION OF THE INVERSE PROBLEM OF LIGHT BEATING 
SPECTROSCOPY USING SINGULAR VALUE DECOMPOSITION (SVD)  
METHOD FOR THE ANALYSIS OF POLYDISPERSE SUSPENSIONS OF 
NANOPARTICLES 

 G.М. Yankovskii, D.V. Kuznetsov, S.E. Kondakov, М.Y. Мelnikov 

(National University of Science and Technology, Faculty of Сhemistry M.V. Lomonosov Moscow 
State University) 

The results of numerical solution of the inverse problem of light beating spectroscopy using 
using singular value decomposition (SVD) method are presented. The developed algorithm takes 
into acount the positivity of the solution and the constant background signal. Reconstructed 
uni and multimodal distributions are presented. The effect of the noise of the input signal,  the 
background signal and the frequency bandwidth of the measured signal on the characteristics of 
the reconstructed distributions is discussed.  

Key words: singular value decomposition, SVD, light beating spectroscopy, nanoparticles, 
solution, size distribution.
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