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Одни из наиболее распространенных методов 
исследования размеров взвешенных в растворах ча-
стиц – оптические методы, основанные на анализе 
угловой зависимости рассеянного лазерного излу-
чения от статического рассеяния света [1], а также 
на анализе временнόй зависимости интенсивности 
рассеянного излучения от динамического рассеяния 
света (ДРС) [2]. 

С момента появления серийно изготавливаемых 
приборов для определения размеров частиц в рас-
творах метод ДРС (допплеровская спектроскопия, 
спектроскопия оптического смешения, квазиупругое 
светорассеяние, лазерная корреляционная спектро-
скопия (ЛКС)) стал применяться в биофизических 
[3] и медицинских [4] исследованиях. Коммерчески 
доступные приборы используют программную об-
работку и выдают конечный результат в виде гисто-
граммы, не раскрывая используемый алгоритм ее 
получения. Поверка и калибровка таких приборов 
происходят, как правило, на наноразмерных части-
цах одного размера, а не на смесях наночастиц с 
разными размерами. Поэтому вопрос о корректности 
определения гидродинамических размеров частиц 
многокомпонентных биологических субстратов при 
использовании таких приборов в клинико-диагно-
стических лабораториях [5] и особенно при поста-
новке диагнозов на основании данных ЛКС [6] очень 
актуален. 

В большинстве случаев растворы биологических 
жидкостей многокомпонентны, поэтому цель дан-
ной работы заключалась в теоретическом изучении 
возможности определения функции распределения 
наночастиц по размерам на основе решения обратной 
задачи оптического смешения методом регуляриза-
ции Тихонова для наноразмерных полидисперсных 
систем. 

С помощью вариации параметров «шум» и 
«фон» моделируются три принципиально разные 
ситуации постановки эксперимента, а также проме-
жуточные случаи для моно-, би- и полимодальных 
распределений.

1. Отношение «сигнал/шум» составляет >100, 
т.е. заведомо лучше, чем в экспериментально реа-
лизуемых случаях. При низком значении «фона» 
(идеальная реализация эксперимента) концентра-
ция частиц, взвешенных в жидкости, позволяет 
получить интенсивный рассеянный сигнал, кроме 
того, отсутствуют факторы, влияющие на точность 
восстановления функции распределения частиц по 
размерам, за исключением особенностей, вносимых 
самим математическим алгоритмом обработки экс-
периментальных данных.

2. Отношение «сигнал/шум» и значение «фона» 
близки к реально реализуемым в экспериментах ве-
личинам (до 100). Концентрация наночастиц во взве-
си достаточна для получения интенсивного сигнала.
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3. Отношение «сигнал/шум» составляет >10 при 
разной величине «фона». Эта ситуация соответству-
ет эксперименту, когда концентрация наночастиц во 
взвеси не достаточна для получения интенсивного 
сигнала.

В спектроскопии оптического смешения [2, 7] 
интерпретация результатов измерений требует ре-
шения обратных задач. Так, при анализе коллоидных 
растворов в целях определения функции распреде-
ления рассеивающих частиц по размерам требуется 
разложить наблюдаемый спектр мощности рассе-
янного излучения на составляющие компоненты. 
В этом случае обработка экспериментальных дан-
ных сводится к решению интегральных уравнений 
Фредгольма 1-го рода. 

Ранее из-за трудности получения устойчивых 
решений и необходимости использования значи-
тельной вычислительной мощности исследователи 
пытались избегать решения обратных задач, при-
меняя другие методы обработки эксперименталь-
ных данных, в частности, методы кумулянтов [8, 
9] или гистограмм [10, 11], которые в настоящее 
время используются в промышленно выпускаемых 
наносайзерах.

Развитие вычислительной техники сделало воз-
можным проведение расчетов обратных задач за 
приемлемое время на персональных компьютерах. 
Наиболее распространенными методами решения 
обратной задачи оптического смешения являются 
метод регуляризации Тихонова [12, 13] и метод син-
гулярного разложения матрицы СЛАУ (truncated 
singular value decomposition method или TSVD 
method) [14, 15]. 

В настоящей работе рассматривается решение об-
ратной задачи спектроскопии оптического смешения 
методом регуляризации Тихонова. В основе метода 
оптического смешения лежит анализ динамики ин-
терференционной картины лазерного излучения, 
рассеянного взвесью частиц коллоидного раствора. 
Изменение интерференционной картины во времени 
связано с броуновским движением рассеивающих 
частиц, скорость которого определяется их размера-
ми [16]. 

В случае, когда взвешенные частицы являются 
сферическими с радиусом R, спектр мощности рас-
сеянного излучения, зарегистрированного на фото-
приемнике, имеет вид лоренциана

 

с полушириной Г  [17] 

         Г = Dq2,  

где D – коэффициент диффузии частицы с радиусом 
R в жидкости, λ – длина волны лазера в жидкости, 
θ – угол рассеяния анализируемого излучения, T – 
температура жидкости, η – динамическая вязкость 
жидкости, kБ  – константа Больцмана.

В случае, если в жидкости присутствуют взве-
шенные частицы разных размеров,

                                                                                       (1)
 

где величина Z(Г) характеризует вклад частиц раз-
ных размеров в полную интенсивность I(ω) рассеян-
ного излучения. Определение зависимости размеров 
взвешенных в жидкости частиц требует решения об-
ратной задачи оптического смешения (1), т.е. восста-
новления по известной функции I(ω) вида функции 
Z(Г). Эта обратная задача является некорректной в 
том смысле, что малая погрешность в определении 
зависимости I(ω) влечет за собой большую погреш-
ность в вычисляемой зависимости Z(Г).

В связи с тем, что измерение зависимости I(t) и, 
следовательно, I(ω) производится в дискретном и 
конечном наборе точек, а также в связи с необходи-
мостью численного решения (1), задача сводится к 
системе линейных уравнений:

                                                        
i = 1, …, M       (2)   

     
или Аz = g,                                                                  (2a)

где zj  = Z(Гj), gi = I(ωi).

Для нахождения приближенного решения систе-
мы уравнений (2а), устойчивого к малым изменени-
ям правой части, используется метод регуляризации 
Тихонова.

При этом СЛАУ (2а) заменяется задачей миними-
зации невязки 

                     min(║Az – g║2 + α║z║2).                   (3) 

Добавление второго слагаемого в данной задаче 
минимизации ограничивает норму получаемого ре-
шения и увеличивает его устойчивость. Повышению 
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устойчивости получаемого решения также способ-
ствует наложение дополнительных ограничений на 
z, в нашем случае – требование неотрицательности 
компонент z. Параметр α – регуляризационный па-
раметр, его правильный подбор позволяет извлечь 
максимум информации о распределении z, содержа-
щейся в g, при данном уровне шума δg. При предель-
но малых значениях параметра α решение (3) все еще 
остается неустойчивым к шуму. Напротив, слишком 
большие значения α приводят к сглаженным реше-
ниям z, не отражающим всей содержащейся в g ин-
формации о действительном распределении частиц 
по размерам.

Поясним смысл введения регуляризующего слага-
емого α║z║2 в терминах сингулярных чисел матрицы 
A. Известно, что любую матрицу можно разложить в 
произведение A = USVT, где U и V – ортогональные 
матрицы, S – диагональная матрица с неотрицатель-
ными диагональными компонентами. Таким обра-
зом, система (2а) имеет вид:

USVTz = g, SVTz = U Tg, Sp = b, 

где введены обозначения p ≡ VTz , b ≡ U Tg.
При наличии погрешности δg определения векто-

ра g ║δb║ = ║U T δg║ = ║δg║ (ввиду ортогональности 
матрицы U ) погрешность решения системы Sp = b 
будет следующей:

║δp║ = ║VTδz║ = ║ δz║.

Видно, что погрешность ║δz║ при заданной по-
грешности ║δg║ целиком определяется свойствами 
матрицы S. Можно показать, что

 

где Sмакс/Sмин – отношение максимальной и мини-
мальной компонент матрицы S, которое может быть 
очень велико. При наличии регуляризующего слага-
емого (3) сводится к СЛАУ 

                                  АTАz + αz = АTg.                          (4)

Отсюда

Видно, что параметр α играет роль демпфирую-
щего коэффициента, не позволяющего сильно расти 

относительной погрешности ║δz║/║z║ даже при 
большом отношении Sмакс/Sмин .

В реальных измерениях спектр оптического сме-
шения содержит фон. В пределах полосы наблюде-
ния интенсивность этой компоненты Ф можно счи-
тать неизменной. Учет фона требует рассмотрения 
обобщенного случая уравнения (2а) с дополнитель-
ным членом Ф.

                               Аz + Ф = g ,                                   (5)

где      i = 1, … , M,  j = 1, … , N.

Фоновая составляющая Ф в спектрах оптиче-
ского смешения может являться следствием шума 
фотоприeмника, тракта регистрации и усиления сиг-
нала, а также может включать достаточно широкие 
по сравнению с полосой обзора экспериментальной 
установки спектральные составляющие, обусловлен-
ные рассеянием лазерного излучения растворителем. 
При решении системы (5) фоновый сигнал Ф моде-
лировался дополнительным лоренцианом большой 
ширины:  

Предполагается, что величина погрешности ║δg║ 
правой части (5) известна. Одновременно с искомой 
функцией распределения определяется и фоновый 
лоренциан.

Рассмотрим практическую реализацию алго-
ритма решения задачи оптического смешения с 
помощью метода регуляризации Тихонова, а также 
свойства получаемых решений в зависимости от 
параметров алгоритма и обрабатываемого сигнала.
Используемый алгоритм включал: 
задание начального (достаточно большого) значе-
ния α; 
решение СЛАУ (4); 
вычисление невязки ║Аz – g║ по найденному в 
предыдущем пункте решению z;
уменьшение α и возврат к решению СЛАУ, если 
║Аz – g║ > ║δg║; 
проверку наличия отрицательных компонент най-
денного вектора z. 
При  zj < 0 полагаем zj  = 0, для всех значений  j 

исключаем j-й лоренциан из дальнейших расчетов 
и возвращаемся к заданию начального значения 
α. Таким образом, для найденного решения будут 
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соблюдаться условия: zj  ≥ 0  и ║Аz – g║  ║δg║.
Продемонстрируем работу алгоритма на примере 
модельных распределений в зависимости от вида 
распределения z, величины фона Ф и погрешности 
(║δg║) правой части (5). Шум компоненты g j век-
тора g (с учетом фона) моделировался нормально 
распределенной случайной величиной с нулевым 
математическим ожиданием и среднеквадратичным 
отклонением σg j.

Определение характеристик мономодального 
распределения размеров 

Рассмотрим результаты работы алгоритма на 
примере мономодальных распределений (рис. 1–3) в 
зависимости от величины фона Ф, величины шума σ 
(нормирован к интенсивности сигнала), характери-
зующей относительную погрешность правой части 
(5), и положения моды Г задаваемого распределения. 
Далее везде предполагаем 

ωi = 1, i = 1, …, N,  Гj = j, j = 1, …, N, N = 50. 
При решении СЛАУ (4) для модельного g фоновый 
сигнал моделировался дополнительным лоренциа-
ном с полушириной ГN+1 = 20ωN. При этом на всем 
диапазоне рассматриваемых частот от ω1  до ωN  «фо-
новый» лоренциан меняется на 0,25%.  

На рис. 1.2–1.6 показано влияние величины шума 
на вид восстановленного распределения Z(Г) (рис. 1.1). 
При достаточно малом значении σ с большой точно-
стью определяется положение Г моды заданного рас-
пределения, а также значение фона Ф. При величине 
шума σ от 0,001 до 0,01 уширение распределения 
все еще невелико, его центр совпадает с Г заданного 
модельного распределения. При дальнейшем росте 
шума погрешность определения фона резко возраста-
ет, восстановленное распределение оказывается либо 
сильно размытым, либо сдвинутым относительно Г 
модельного распределения. Величину ошибки вос-
становления фона определяли по формуле  

Рис. 1. Восстановление одномодального распределения. Влияние параметров σ и Ф
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где Фвыч – вычисленное значение фона, Ф – действи-
тельное заданное в распределении значение фона. 
Эта величина представлена в подписях к рисункам 
в тех случаях, когда вычисленное значение фона не 
равнялось 0.

Рассмотрим влияние величины фона Ф на харак-
теристики восстановленного распределения Z(Г). 
Рост фона Ф приводит к увеличению правой части 
(2а) при неизменном модельном распределении 
Z(Г). Вследствие этого при неизменной относи-
тельной величине шума σ абсолютная погрешность 
правой части (2а) растет. В результате при  значени-
ях Ф = 1 существенный вклад в общую погрешность 
дает величина σФ, что приводит к искажению вос-
станавливаемого распределения и сдвигу его центра  
в сторону больших значений Г ( рис. 1.7 и 1.8).  

Рассмотрим вопрос о влиянии положения моды Г 
модельного распределения во всем рассматриваемом 
диапазоне значений Гj от 1 до 50 (данный диапазон 
в нашем случае также совпадает с диапазоном рас-
сматриваемых частот ωi) на точность восстановления 
распределений. На рис. 2.2, 2.3, 3.2 и 3.3 показаны 
восстановленные распределения для модельных рас-
пределений, изображенных на рис. 2.1 и 3.1.  

При сравнении рис. 2.2 и 3.2 с рис. 1.3 и рис. 2.3 и 
3.3 с рис. 1.4 видно, что сдвиг Г модельного распре-
деления в сторону больших значений приводит либо 
к уширению восстановленного распределения Z(Г), 
либо к его смещению в сторону больших значений. 
При этом точность определения фона также суще-
ственно падает. Такое ухудшение восстановленного 
распределения вызвано тем, что для достаточно ши-
роких относительно диапазона рассматриваемых ча-
стот (до ωN) лоренцевых кривых абсолютная погреш-
ность задания высокочастотной части спектра ока-
зывается выше, чем для относительно узких кривых. 

Рис. 2. Влияние положения моды Г на восстановление распределения

Рис. 3. Влияние положения моды Г на восстановление распределения
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Поэтому следует выбирать ωN и ГN так, чтобы для 
предполагаемых значений Г искомого распределения 
выполнялось Г < 0,2ωN (или Г < 0,2ГN). При этом Г 
должно быть достаточно велико по сравнению с Г1 
(несколько Г1).

Определение характеристик бимодального 
распределения размеров 

Рассмотрение влияния шума на характеристи-
ки восстановленных распределений Z(Г) в случае 

бимодальных модельных распределений (рис. 4.1, 5.1, 
6.1, 6.3) приведено на рис. 4–6.

Показано, что с ростом шума σ ухудшается раз-
решение двух мод бимодального распределения. При 
достаточно большом значении σ восстановленное 
распределение уже не разрешает двух мод и имеет 
один максимум. При увеличении расстояния между 
Г двух мод модельного распределения (рис. 5.1, 6.1, 
6.3) величина шума σ, при котором две моды пере-
стают разрешаться, также растет. Так, для σ = 0,001 

Рис. 5. Влияние расстояния между модами Г1 и Г2 и шума σ на восстановление бимодального 
распределения

Рис. 4. Влияние шума σ на восстановление бимодального распределения
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Рис. 6. Влияние расстояния между модами Г1 и Г2 и шума σ на восстановление бимодального распределения

и σ = 0,01 минимальные значения относительного 
расстояния между Г двух мод равны соответственно

ΔГ/Гсредн. ≈ 0,8 и ΔГ/Гсредн. ≈ 1,0;  

где Г1 и Г2 – полуширины двух мод заданного 
распределения.

Анализ полимодальных распределений размеров 
частиц 

Рассмотрим примеры восстановления распреде-
лений Z(Г) в случае  полимодальных распределений 
(рис. 7, 8). 

При восстановлении полимодальных распреде-
лений (три и более мод в распределении частиц по 
размерам) не удается разрешить отдельные моды 
даже при достаточно низком уровне шума измеряе-
мого сигнала 0,0001. При уровнях шума свыше 0,001, 
более близких к реально достижимым, восстанавли-
ваемые полимодальные распределения полностью 
искажаются и позволяют судить только о диапазоне 
ширины лоренцианов в исходном полимодальном 
распределении, но не об отдельных модах, располо-
женных в этом диапазоне.

Заключение

В работе рассмотрено решение обратной зада-
чи оптического смешения методом регуляризации 

Тихонова для разных распределений размеров ди-
намически рассеивающих частиц. Описан алгоритм 
поиска приближенного решения задачи оптическо-
го смешения с учетом положительности компонент 
вектора решения, а также с учетом постоянной фо-
новой составляющей сигнала. Учет положительно-
сти компонент решения СЛАУ (к которой сводится 
задача оптического смешения) позволяет повысить 
устойчивость приближенного решения обратной 
задачи. Регуляризационный параметр метода опре-
делялся на основе априорных сведений о величине 
шума входного сигнала. Приведены результаты 
восстановления модельных мономодальных, би-
модальных и полимодальных распределений. При 
этом правая часть решаемой СЛАУ генерировалась 
численно, шум в правой части СЛАУ моделировал-
ся случайной величиной, имеющей гауссово распре-
деление с нулевым математическим ожиданием и 
дисперсией, пропорциональной сигналу на данной 
частоте.

Рассмотрен вопрос о влиянии шума измеряемого 
сигнала на характеристики получаемых решений об-
ратной задачи методом регуляризации Тихонова для 
моно- и бимодальных распределений размеров ча-
стиц в анализируемой взвеси. При достаточно малом 
значении шума σ с большой точностью определяется 
положение Г моды заданного мономодального рас-
пределения, а также значение фона. При величине 
шума σ от 0,1  до 1,0% уширение распределения все 
еще невелико, его центр совпадает с положением 
моды заданного модельного распределения. При 
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дальнейшем росте шума погрешность определения 
фона резко возрастает, восстановленное распреде-
ление оказывается либо сильно искаженным, либо 
сдвинутым относительно моды модельного распре-
деления. Анализ влияния шума на разрешимость 
двух мод бимодального распределения показал, 
что для близких к реальным значениям σ (0,1 и 1%) 
минимальные значения относительного расстояния 
между полуширинами Г двух мод равны соответ-
ственно  ΔГ/ Гср. ≈ 0,8 и ΔГ/Гср. ≈ 1,0.

Рассмотрение влияния величины фона Φ на 
характеристики восстановленного распределения 
показало, что рост фона Φ приводит к увеличению 

Рис. 8. Влияние шума σ на восстановление пятимодального распределения

Рис. 7. Влияние шума σ на восстановление трехмодального распределения

измеряемого сигнала при неизменном модельном 
распределении, следовательно, при неизменной от-
носительной величине шума σ абсолютная погреш-
ность правой части СЛАУ растет. В результате этого 
при больших значениях Φ (~1) существенный вклад 
в общую погрешность дает величина σΦ. Это приво-
дит к искажению восстановленного распределения и 
к сдвигу центра распределения в сторону больших 
значений Г.

Анализ вопроса о выборе диапазона рассма-
триваемых частот ωмакс и ширины лоренцианов 
Гмакс на основании априорных знаний об искомом 
распределении рассеивающих частиц по размерам 
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показал, что ωмакс и Гмакс следует выбирать так, что-
бы для предполагаемых значений   искомого рас-
пределения выполнялось условие Г < 0,2ωмакс (или 
Г < 0,2 Гмакс). При этом значение Г должно быть до-
статочно велико по сравнению с полушириной Г1 
самого узкого рассматриваемого лоренциана (не-
сколько Г1). Выбор меньших ωмакс и Гмакс приводит 
к росту абсолютной погрешности задания высоко-
частотной части спектра и ухудшению качества 
решения, так как на границе ωмакс рассматривае-
мого частотного диапазона величины лоренцианов 
вычисляемого распределения оказываются еще 
слишком велики.

При восстановлении полимодальных распреде-
лений не удается разрешить отдельные моды даже 
при достаточно низком уровне шума измеряемого 
сигнала (0,01%). При уровнях шума свыше 0,1% вос-
становленные полимодальные распределения полно-
стью искажаются. 

Результаты работы показывают, что даже при 
хорошем  качестве  приборной  составляющей 

аппаратно-программного комплекса, обеспечива-
ющей низкий шум и фон, методом регуляризации 
Тихонова достаточно сложно восстановить детали 
полимодальных распределений частиц в коллоид-
ных растворах. Особенно это касается сложных 
биологических растворов (в частности, сыворотки 
крови), содержащих большое количество компо-
нент. По этой причине многие производители на-
носайзеров, в том числе большинство иностранных 
производителей, ограничиваются использованием 
метода кумулянтов или его модификаций, с по-
мощью которых можно надежно восстанавливать 
распределения  частиц либо одного размера, либо 
состоящих не более чем из двух мод, далеко отсто-
ящих друг от друга. Помимо увеличения соотно-
шения «сигнал/шум» улучшению качества восста-
навливаемых распределений будет способствовать 
правильный подбор диапазона рассматриваемых 
частот, набора базисных лоренцианов, а также мо-
дификация процедуры поиска неотрицательного 
решения задачи (4). 

Работа выполнена в рамках Государственного контракта № 14.518.11.7041 от 19 июля 2012 г. ФЦП 
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SOLUTION OF THE INVERSE PROBLEM OF LIGHT BEATING 
SPECTROSCOPY USING TIKHONOV REGULARISATION METHOD FOR THE 
ANALYSIS OF POLYDISPERSE SUSPENSIONS OF NANOPARTICLES 

G.М. Yankovskii, D.V. Kuznetsov, S.E. Kondakov, М.Y. Мelnikov 

(National University of Science and Technology, Faculty of Сhemistry M.V. Lomonosov Moscow 
State University) 

The results of numerical solution of the inverse problem of light beating spectroscopy using 
Tikhonov regularisation method are presented. The developed algorithm takes into acount the 
positivity of the solution and the constant background signal. The regularisation parameter of the 
method is determined on the basis of the a priori  information on the amplitude of the noise of 
the input signal. Reconstructed uni and multimodal distributions are presented. The effect of the 
noise of the input signal,  the background signal and the frequency bandwidth of the measured 
signal on the characteristics of the reconstructed distributions is discussed.

Key words: Tikhonov regularisation,  light beating spectroscopy, nanoparticles, solution, size 
distribution.
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