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УДК 517.3 

 

 

 

        Рекомендовано методической комиссией химического факультета и кафед-

рой математического анализа механико-математического факультета МГУ  

им. М.В. Ломоносова в качестве учебного пособия для студентов  

 

 

 
 

        В современном мире компьютерные технологии внедрены практически во 

все научные и прикладные исследования. В свою очередь, это вызывает бурное 

развитие математических дисциплин, поскольку многие из математических 

дисциплин имеют важное прикладное значение и являются основой компью-

терных технологий.  

        Для правильного и эффективного использования многих математических 

программ требуется умение сформулировать задачи, возникающие в про-

цессе исследования математической модели изучаемого явления, выбрать 

подходящий алгоритм решения, осмыслить полученный результат. Для этого 

требуется достаточный уровень математической подготовки.  

        В серии методических разработок «математика для современной хи-

мии» в рамках проекта «Междисциплинарные научно-образовательные 

школы МГУ» рассматриваются вопросы, усвоение которых способствует 

повышению математической культуры учащихся, развитию их профессио-

нальных компетенций. Выбор тем разработок не случаен. Он основан на ме-

тодических исследованиях кафедры математического анализа, на учёте мне-

ний кафедр химического факультета, на анализе результатов экзаменов.  

        Важная цель этих разработок – облегчить самостоятельную работу 

студентов и способствовать успешной сдаче экзаменов и зачётов. В этом 

пособии содержится материал, относящийся к курсу математического ана-

лиза, читаемому студентам второго курса химического факультета МГУ. 
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ВЕКТОРНЫЙ АНАЛИЗ 

 

     Скалярное поле определяется скалярной функцией точки  𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3: 

𝑢 = 𝑢(𝑀) = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧). 

     Векторное поле определяется векторной функцией  𝐹̅ = 𝐹̅(𝑀) = 𝐹̅(𝑟̅),    где 

𝑟̅ = 𝑥𝑖̅ + 𝑦𝑗̅ + 𝑧𝑘̅  – радиус-вектор точки 𝑀: 

𝐹̅ = 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑖̅ + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑗̅ + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑘̅ 

или  

𝐹̅(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)). 

     Градиент скалярного поля  𝒖(𝒙, 𝒚, 𝒛) в точке 𝑀 – это вектор  

grad 𝑢(𝑀) = (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
(𝑀),

𝜕𝑢

𝜕𝑦
(𝑀),

𝜕𝑢

𝜕𝑧
(𝑀)). 

     Введем «формальный» вектор: 

∇̅= (
𝜕

𝜕𝑥
,
𝜕

𝜕𝑦
,
𝜕

𝜕𝑧
) – оператор Гамильтона, 

тогда grad𝑢 = ∇̅𝑢 – «формальное» произведение вектора на скаляр. 

     Дивергенция (расходимость) векторного поля 𝑭̅(𝒙, 𝒚, 𝒛) = (𝑷,𝑸, 𝑹) – это  

div 𝐹̅ =
𝜕𝑃

𝜕𝑥
+
𝜕𝑄

𝜕𝑦
+
𝜕𝑅

𝜕𝑧
= (∇̅, 𝐹̅) − 

скалярное произведение (!). 

     Ротор (вихрь) векторного поля 𝑭̅  – это вектор 

rot 𝐹̅ = (
𝜕𝑅

𝜕𝑦
−
𝜕𝑄

𝜕𝑧
) 𝑖̅ + (

𝜕𝑃

𝜕𝑧
−
𝜕𝑅

𝜕𝑥
) 𝑗̅ + (

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−
𝜕𝑃

𝜕𝑦
) 𝑘̅  

или 

rot 𝐹̅ = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑃 𝑄 𝑅

| = [∇̅, 𝐹̅] – векторное произведение. 

     Вычислить дивергенцию и ротор заданных векторных полей. 
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Задача 1. 𝐹̅(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥, 𝑦, 𝑧). 

div 𝐹̅ =
𝜕𝑃

𝜕𝑥
+
𝜕𝑄

𝜕𝑦
+
𝜕𝑅

𝜕𝑧
=
𝜕𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝑧

𝜕𝑧
= 1 + 1 + 1 = 3.  

rot 𝐹̅ = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑃 𝑄 𝑅

| = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑥 𝑦 𝑧

| =  

= (
𝜕𝑧

𝜕𝑦
−
𝜕𝑦

𝜕𝑧
) 𝑖̅ − (

𝜕𝑧

𝜕𝑥
−
𝜕𝑥

𝜕𝑧
) 𝑗̅ + (

𝜕𝑦

𝜕𝑥
−
𝜕𝑥

𝜕𝑦
) 𝑘̅ = 0̅. 

 

Задача 2. 𝐹̅(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑦2 + 𝑧2, 𝑧2 + 𝑥2, 𝑥2 + 𝑦2). 

div 𝐹̅ =
𝜕𝑃

𝜕𝑥
+
𝜕𝑄

𝜕𝑦
+
𝜕𝑅

𝜕𝑧
=

𝜕

𝜕𝑥
(𝑦2 + 𝑧2) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝑧2 + 𝑥2) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝑥2 + 𝑦2) = 0.  

rot 𝐹̅ = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑃 𝑄 𝑅

| = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑦2 + 𝑧2 𝑧2 + 𝑥2 𝑥2 + 𝑦2

| =  

= (
𝜕

𝜕𝑦
(𝑥2 + 𝑦2) −

𝜕

𝜕𝑧
(𝑧2 + 𝑥2)) 𝑖̅ − (

𝜕

𝜕𝑥
(𝑥2 + 𝑦2) −

𝜕

𝜕𝑧
(𝑦2 + 𝑧2)) 𝑗̅ +  

+(
𝜕

𝜕𝑥
(𝑧2 + 𝑥2) −

𝜕

𝜕𝑦
(𝑦2 + 𝑧2)) 𝑘̅ =                                                                                   

= (2𝑦 − 2𝑧)𝑖̅ − (2𝑥 − 2𝑧)𝑗̅ + (2𝑥 − 2𝑦)𝑘̅ = 2(𝑦 − 𝑧, 𝑧 − 𝑥, 𝑥 − 𝑦). 

 

Задача 3. 𝐹̅(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥2𝑦𝑧, 𝑥𝑦2𝑧, 𝑥𝑦𝑧2). 

div 𝐹̅ =
𝜕𝑃

𝜕𝑥
+
𝜕𝑄

𝜕𝑦
+
𝜕𝑅

𝜕𝑧
=

𝜕

𝜕𝑥
(𝑥2𝑦𝑧) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝑥𝑦2𝑧) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝑥𝑦𝑧2) =                                                

= 2𝑥𝑦𝑧 + 2𝑥𝑦𝑧 + 2𝑥𝑦𝑧 = 6𝑥𝑦𝑧.  

rot 𝐹̅ = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑃 𝑄 𝑅

| = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑥2𝑦𝑧 𝑥𝑦2𝑧 𝑥𝑦𝑧2

| =  

= (
𝜕

𝜕𝑦
(𝑥𝑦𝑧2) −

𝜕

𝜕𝑧
(𝑥𝑦2𝑧)) 𝑖̅ − (

𝜕

𝜕𝑥
(𝑥𝑦𝑧2) −

𝜕

𝜕𝑧
(𝑥2𝑦𝑧)) 𝑗̅ +  
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+(
𝜕

𝜕𝑥
(𝑥𝑦2𝑧) −

𝜕

𝜕𝑦
(𝑥2𝑦𝑧)) 𝑘̅ =                                                                                   

= (𝑥𝑧2 − 𝑥𝑦2)𝑖̅ − (𝑦𝑧2 − 𝑥2𝑦)𝑗̅ + (𝑦2𝑧 − 𝑥2𝑧)𝑘̅ =                                                            

= (𝑥𝑧2 − 𝑥𝑦2, 𝑥2𝑦 − 𝑦𝑧2, 𝑦2𝑧 − 𝑥2𝑧). 

 

Задача 4. 𝐹̅(𝑥, 𝑦, 𝑧) = grad(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2). 

𝐹̅(𝑥, 𝑦, 𝑧) = grad(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) = (2𝑥, 2𝑦, 2𝑧)  

div 𝐹̅ =
𝜕𝑃

𝜕𝑥
+
𝜕𝑄

𝜕𝑦
+
𝜕𝑅

𝜕𝑧
=
𝜕(2𝑥)

𝜕𝑥
+
𝜕(2𝑦)

𝜕𝑦
+
𝜕(2𝑧)

𝜕𝑧
= 2 + 2 + 2 = 6.  

rot 𝐹̅ = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑃 𝑄 𝑅

| = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑥 𝑦 𝑧

| =  

= (
𝜕(2𝑧)

𝜕𝑦
−
𝜕(2𝑦)

𝜕𝑧
) 𝑖̅ − (

𝜕(2𝑧)

𝜕𝑥
−
𝜕(2𝑥)

𝜕𝑧
) 𝑗̅ + (

𝜕(2𝑦)

𝜕𝑥
−
𝜕(2𝑥)

𝜕𝑦
) 𝑘̅ = 0̅. 

 

Задача 5. Доказать, что  rot grad𝑢 = 0̅. 

Решим эту задачу двумя способами. 

1-й способ. 

grad 𝑢 = (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
,
𝜕𝑢

𝜕𝑦
,
𝜕𝑢

𝜕𝑧
), и тогда 

rot grad𝑢 = ||

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑧

|| =  

= (
𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑧
−

𝜕2𝑢

𝜕𝑧𝜕𝑦
) 𝑖̅ − (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑧
−
𝜕2𝑢

𝜕𝑧𝜕𝑥
) 𝑗̅ + (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
−

𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑥
) 𝑘̅ = 0̅.  

     2-й способ. Был введен оператор Гамильтона ∇̅= (
𝜕

𝜕𝑥
,
𝜕

𝜕𝑦
,
𝜕

𝜕𝑧
) и было заме-

чено, что grad𝑢 = ∇̅𝑢, rot 𝐹̅ = [∇̅, 𝐹̅]. 

     Поэтому  rot grad 𝑢 = rot(∇̅𝑢) = [∇̅, ∇̅𝑢] = 0̅ (так как векторы ∇̅ и ∇̅𝑢 колли-

неарны, то их векторное произведение равно 0̅). 

Задача 6. Доказать, что  div rot 𝐹̅  = 0. 

Решим эту задачу двумя способами. 
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1-й способ.   

rot 𝐹̅ = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑃 𝑄 𝑅

| = (
𝜕𝑅

𝜕𝑦
−
𝜕𝑄

𝜕𝑧
,
𝜕𝑃

𝜕𝑧
−
𝜕𝑅

𝜕𝑥
,
𝜕𝑄

𝜕𝑥
−
𝜕𝑃

𝜕𝑦
 ), и тогда 

div rot 𝐹̅ =
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑅

𝜕𝑦
−
𝜕𝑄

𝜕𝑧
) +

𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑃

𝜕𝑧
−
𝜕𝑅

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑧
(
𝜕𝑄

𝜕𝑥
−
𝜕𝑃

𝜕𝑦
) =  

=
𝜕2𝑅

𝜕𝑥𝜕𝑦
−
𝜕2𝑄

𝜕𝑥𝜕𝑧
+
𝜕2𝑃

𝜕𝑦𝜕𝑧
−

𝜕2𝑅

𝜕𝑦𝜕𝑥
+
𝜕2𝑄

𝜕𝑧𝜕𝑥
−
𝜕2𝑃

𝜕𝑧𝜕𝑦
= 0.  

     2-й способ. Был введен оператор Гамильтона ∇̅= (
𝜕

𝜕𝑥
,
𝜕

𝜕𝑦
,
𝜕

𝜕𝑧
) и было заме-

чено, что  div 𝐹̅ = (∇̅, 𝐹̅),  rot 𝐹̅ = [∇̅, 𝐹̅]. 

Поэтому div rot 𝐹̅ = div([∇̅, 𝐹̅]) = (∇̅, [∇̅, 𝐹̅]) = 0 (так как полученное смешан-

ное произведение равно нулю (определитель!), поскольку среди трех векторов  

два являются коллинеарными).  

    Правда, 2-й способ лучше?! 

 

ФОРМУЛА ГАУССА-ОСТРОГРАДСКОГО 

     Поток вектора 𝑭̅ через поверхность 𝑺 в сторону, определяемую единич-

ным вектором нормали 𝒏̅ = (𝒄𝒐𝒔𝜶 , 𝒄𝒐𝒔𝜷 , 𝒄𝒐𝒔𝜸)  к поверхности 𝑺 – это ин-

теграл 

∬ (𝐹̅, 𝑛̅)𝑑𝑆
𝑆

=∬ (𝑃 cos𝛼 + 𝑄 cos𝛽 + 𝑅 cos 𝛾)𝑑𝑠
𝑆

−  

поверхностный интеграл 2-го рода. 

     Если 𝑆 – замкнутая двусторонняя поверхность без самопересечений (про-

стая), ограничивающая объем 𝑉, а 𝑛̅ – единичный вектор внешней нормали к 

поверхности 𝑆, то справедлива формула Гаусса – Остроградского: 

∯ (𝐹̅, 𝑛̅)𝑑𝑆
𝑆

=∭ div 𝐹̅ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

. 

Задача 7. Вычислить поток векторного поля 𝐹̅ = (3𝑥 − 𝑦, 𝑥 − 2𝑦, 2𝑦 + 𝑧)  че-

рез замкнутую простую поверхность  𝑆, ограничивающую объем  𝑉, в сторону 

внешней нормали. 

Поток = ∯ (𝐹̅, 𝑛̅)𝑑𝑆
𝑆

=∭ div 𝐹̅ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

=∭ (3 − 2 + 1)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

=                      

= 2∭ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

= 2|𝑉|. 
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Задача 8. Вычислить поток векторного поля 𝐹̅ = (𝑥𝑧, 0,0)  через замкнутую 

поверхность 𝑆, составленную из части поверхности 𝑥2 + 𝑦2 = 1 − 𝑧 (перевер-

нутая и подвинутая вверх на 1 «чаша» 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2) и части плоскости 𝑧 = 0  

(𝑧 ≥ 0), в направлении внешней нормали. 

     Найдем пересечение «чаши» с плоскостью   𝑧 = 0, для чего решим систему 

{𝑥
2 + 𝑦2 = 1 − 𝑧
𝑧 = 0                    

⟺ {𝑥
2 + 𝑦2 = 1
𝑧 = 0            

 . 

     Следовательно, «чаша» пересекает плоскость 𝑧 = 0  по окружности       

𝑥2 + 𝑦2 = 1  и, значит, проецируется на круг  𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1 в плоскости 𝑧 = 0. 

Кроме того, у нас 𝑧н = 0,  𝑧в = 1 − 𝑥
2 − 𝑦2. 

Поток = ∯ (𝐹̅, 𝑛̅)𝑑𝑆
𝑆

=∭ div 𝐹̅ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

=∭ 𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

=                                      

= ∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦 ∫ 𝑧𝑑𝑧
 𝑧в
𝑧н𝜎

= ∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦 ∫ 𝑧𝑑𝑧
1−𝑥2−𝑦2 

0𝜎
=  

перейдем в цилиндрические координаты 

= ∫ 𝑑𝜑∫ 𝑟𝑑𝑟 ∫ 𝑧𝑑𝑧
1−𝑟2

0

1

0

2𝜋

0
=
1

2
∫ 𝑑𝜑∫ 𝑟𝑑𝑟(1 − 𝑟2)2

1

0

2𝜋

0
=                                                

=
1

2
∫ 𝑑𝜑 ∫ (𝑟 − 2𝑟3 + 𝑟5)𝑑𝑟

1

0

2𝜋

0
=
1

2
∙ 2𝜋 ∙ (

1

2
−
2

4
+
1

6
) =

𝜋

6
 . 

 

Задача 9. Вычислить поток векторного поля 𝐹̅ = (𝑦,−2𝑥, 𝑧)  через замкнутую 

поверхность 𝑆, составленную из части поверхности 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧2 = 0 (конус) 

и части плоскости 𝑧 = ℎ  (0 ≤ 𝑧 ≤ ℎ), в направлении внешней нормали. 

     Найдем пересечение конуса с плоскостью   𝑧 = ℎ, для чего решим систему 

{
𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2

𝑧 = ℎ               
⟺ {

𝑥2 + 𝑦2 = ℎ2

𝑧 = ℎ            
. 

     Следовательно, конус пересекает плоскость 𝑧 = ℎ по окружности          

𝑥2 + 𝑦2 = ℎ2.   

Поток = ∯ (𝐹̅, 𝑛̅)𝑑𝑆
𝑆

=∭ div 𝐹̅ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

=∭ (0 + 0 + 1)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

=                     

=∭ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

= |𝑉| =
1

3
𝜋ℎ2 ∙ ℎ =

1

3
𝜋ℎ3. 

Задача 10. Вычислить поток векторного поля 𝐹̅ = (𝑥𝑧, 𝑥𝑦, 𝑦𝑧)  через замкну-

тую поверхность 𝑆, составленную из плоскостей 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1,  𝑥 = 0, 𝑦 = 0,  

𝑧 = 0,  в направлении внешней нормали. 
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     Поверхность 𝑆 представляет собой прямоугольную пирамиду с вершинами 

в точках   (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), которая проецируется на прямоуголь-

ный треугольник в плоскости  𝑂𝑥𝑦. Применим формулу Гаусса – Остроград-

ского:      

Поток = ∯ (𝐹̅, 𝑛̅)𝑑𝑆
𝑆

=∭ div 𝐹̅ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

=∭ (𝑧 + 𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

=                     

= ∫ 𝑑𝑥 ∫ 𝑑𝑦 ∫ (𝑧 + 𝑥 + 𝑦)𝑑𝑧
1−𝑥−𝑦

0

1−𝑥

0

1

0
=                                                                             

= ∫ 𝑑𝑥 ∫ 𝑑𝑦 ((𝑥 + 𝑦)(1 − (𝑥 + 𝑦)) +
1

2
(1 − (𝑥 + 𝑦))2)

1−𝑥

0

1

0
=                                          

= ∫ 𝑑𝑥 ∫ ((𝑥 + 𝑦) − (𝑥 + 𝑦)2 +
1

2
− (𝑥 + 𝑦) +

1

2
(𝑥 + 𝑦)2)

1−𝑥

0
𝑑𝑦

1

0
=                      

= ∫ 𝑑𝑥 ∫ (
1

2
−
1

2
(𝑥 + 𝑦)2)

1−𝑥

0
𝑑𝑦

1

0
=
1

2
∫ 𝑑𝑥 ∫ (1 − (𝑥 + 𝑦)2)

1−𝑥

0
𝑑(𝑥 + 𝑦)

1

0
=                     

=
1

2
∫ 𝑑𝑥 (((𝑥 + 𝑦) −

1

3
(𝑥 + 𝑦)3) | 1−𝑥

0
)

1

0
=                                                                         

=
1

2
∫ 𝑑𝑥 ((1 −

1

3
) − (𝑥 −

1

3
𝑥3))

1

0
=
1

2
∙
2

3
−
1

2
(
1

2
−
1

12
) =

1

3
−
5

24
=

3

24
=
1

8
 . 

Задача 11. Вычислить поток векторного поля 𝐹̅ = (𝑥𝑧, 𝑥𝑦, 𝑦𝑧)  через замкну-

тую поверхность 𝑆, составленную из части цилиндра  𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2, лежащей 

в 1-м октанте, и плоскостей 𝑥 = 0, 𝑦 = 0,  𝑧 = 0, 𝑧 = 𝐻 в направлении внешней 

нормали. 

     Поверхность 𝑆 проецируется на четверть круга радиуса 𝑅, лежащую в 1-м 

квадранте плоскости  𝑂𝑥𝑦. Применим формулу Гаусса – Остроградского:  

Поток = ∯ (𝐹̅, 𝑛̅)𝑑𝑆
𝑆

=∭ div 𝐹̅ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

=∭ (𝑧 + 𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

=                       

= ∫ 𝑑𝜑∫ 𝑟𝑑𝑟 ∫ (𝑟 cos𝜑 + 𝑟 sin𝜑 + 𝑧)𝑑𝑧
𝐻

0

𝑅

0

𝜋

2
0

=                                                                   

= ∫ 𝑑𝜑∫ 𝑟𝑑𝑟 (𝐻𝑟 cos𝜑 + 𝐻𝑟 sin𝜑 +
𝐻2

2
)

𝑅

0

𝜋

2
0

=                                                                    

= 𝐻∫ (cos𝜑 + sin𝜑)𝑑𝜑∫ 𝑟2𝑑𝑟
𝑅

0

𝜋

2
0

+ ∫ 𝑑𝜑 ∫ 𝑟𝑑𝑟 (
𝐻2

2
)

𝑅

0

𝜋

2
0

=                                                     

= 𝐻 ∙ 2 ∙
𝑅3

3
+
𝐻2

2
∙
𝜋

2
∙
𝑅2

2
=
2𝐻𝑅3

3
+
𝜋𝐻2𝑅2

8
 . 

 

Задача 12. Вычислить поток векторного поля 𝐹̅ = (𝑥𝑧, 𝑥2𝑦, 𝑦2𝑧)  через замкну-

тую поверхность 𝑆, составленную из части цилиндра  𝑥2 + 𝑦2 = 1, части эл-

липтического параболоида 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 лежащих в 1-м октанте, и плоскостей 

𝑥 = 0, 𝑦 = 0,  𝑧 = 0,  в направлении внешней нормали. 

     Поверхность 𝑆 проецируется на четверть круга радиуса 1, лежащую в 1-м 

квадранте плоскости  𝑂𝑥𝑦. Применим формулу Гаусса – Остроградского:  
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Поток = ∯ (𝐹̅, 𝑛̅)𝑑𝑆
𝑆

=∭ div 𝐹̅ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

=∭ (𝑧 + 𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

=                       

= ∫ 𝑑𝜑∫ 𝑟𝑑𝑟 ∫ (𝑧 + 𝑟2)𝑑𝑧
𝑟2

0

1

0

𝜋

2
0

= ∫ 𝑑𝜑 ∫ 𝑟𝑑𝑟 (
𝑟4

2
+ 𝑟4)

1

0

𝜋

2
0

=                                                

=
3

2
∙
𝜋

2
∙
1

6
=
𝜋

8
 .             

Задача 13. Вычислить поток векторного поля 𝐹̅ = (𝑥3, 𝑦3, 𝑧3)  через сферу 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑎2 в направлении внешней нормали. 

     Применим формулу Гаусса – Остроградского:  

Поток = ∯ (𝐹̅, 𝑛̅)𝑑𝑆
𝑆

=∭ div 𝐹̅ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

= 3∭ (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

=                       

= 3∫ 𝑑𝜑 ∫ 𝑑𝜃 ∫ (𝑟2)𝑟2 cos 𝜃 𝑑𝑟
𝑎

0

𝜋

2

−
𝜋

2

2𝜋

0
= 3∫ 𝑑𝜑∫ cos𝜃 𝑑𝜃 ∫ 𝑟4𝑑𝑟

𝑎

0

𝜋

2

−
𝜋

2

2𝜋

0
=                                

= 3 ∙ 2𝜋 ∙ 2 ∙
𝑎5

5
=
12𝜋𝑎5

5
 .                                     

Задача 14. Вычислить поток векторного поля 𝐹̅ = (𝑥𝑦, 𝑦𝑧, 𝑥𝑧) через часть 

сферы 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1, находящейся в 1-м октанте, в направлении внешней 

нормали. 

     Заметим, что часть сферы 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1, находящаяся в 1-м октанте, не 

является замкнутой поверхностью. Замкнем поверхность, для чего добавим и 

вычтем интегралы по 𝑆𝑥=0
+ ,  𝑆𝑦=0

+ ,  𝑆𝑧=0
+  (это проекции части сферы на соответ-

ствующие координатные плоскости). Пусть 𝑆+ – внешняя сторона сферы     

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1, находящаяся в 1-м октанте. Тогда 

Поток = ∬ (𝐹̅, 𝑛̅)𝑑𝑆
𝑆

=                                                                                                       

= (∬ (𝐹̅, 𝑛̅)𝑑𝑆
𝑆

+∬ (𝐹̅, 𝑛̅𝑥=0)𝑑𝑆𝑆𝑥=0
+∬ (𝐹̅, 𝑛̅𝑦=0)𝑑𝑆𝑆𝑦=0

+∬ (𝐹̅, 𝑛̅𝑧=0)𝑑𝑆𝑆𝑧=0
) −                            

−∬ (𝐹̅, 𝑛̅𝑥=0)𝑑𝑆𝑆𝑥=0
−∬ (𝐹̅, 𝑛̅𝑦=0)𝑑𝑆𝑆𝑦=0

+ −∬ (𝐹̅, 𝑛̅𝑧=0)𝑑𝑆𝑆𝑧=0
=                                         

= ∯ (𝐹̅, 𝑛̅)𝑑𝑆
𝑆замкн

−∬ (𝐹̅, 𝑛̅𝑥=0)𝑑𝑆𝑆𝑥=0
−∬ (𝐹̅, 𝑛̅𝑦=0)𝑑𝑆𝑆𝑦=0

+ −                                           

−∬ (𝐹̅, 𝑛̅𝑧=0)𝑑𝑆𝑆𝑧=0
=  

так как  𝐹̅ = (𝑥𝑦, 𝑦𝑧, 𝑥𝑧), то  div 𝐹̅ = 𝑦 + 𝑧 + 𝑥, векторы внешних нормалей к 

частям координатных плоскостей 

𝑛̅𝑥=0 = (−1,0,0),  𝑛̅𝑦=0 = (0,−1,0),   𝑛̅𝑧=0 = (0,0,−1), 

объем 𝑉 – часть шара радиуса 1, находящаяся в первом октанте, то 

= ∭ div 𝐹̅ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

−∬ (−𝑥𝑦)𝑑𝑆
𝑆𝑥=0

−∬ (−𝑦𝑧)𝑑𝑆
𝑆𝑦=0
+ −∬ (−𝑥𝑧)𝑑𝑆

𝑆𝑧=0
=                      

=∭ (𝑥 + 𝑦 + 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

− 0 − 0 − 0 =                                                                           
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= ∫ 𝑑𝜑∫ 𝑑𝜃 ∫ (𝑟 cos 𝜃 cos𝜑 + 𝑟 cos 𝜃 sin𝜑 + 𝑟 sin 𝜃)𝑟2 cos 𝜃 𝑑𝑟
1

0

𝜋

2
0

𝜋

2
0

=                             

= ∫ 𝑑𝜑∫ (cos 𝜃 cos𝜑 + cos 𝜃 sin𝜑 + sin 𝜃) cos 𝜃 𝑑𝜃 ∫ 𝑟3𝑑𝑟
1

0

𝜋

2
0

𝜋

2
0

=                                     

=
1

4
∫ (cos𝜃 cos𝜑 + cos 𝜃 sin𝜑 + sin 𝜃) cos 𝜃 𝑑𝜃
𝜋

2
0

=                                                          

=
1

4
∫ (sin𝜑 + cos𝜑)𝑑𝜑∫ cos2 𝜃 𝑑𝜃

𝜋

2
0

𝜋

2
0

+
1

4
∫ 𝑑𝜑∫ sin 𝜃 cos 𝜃 𝑑𝜃

𝜋

2
0

𝜋

2
0

=                                

=
1

4
∙ 2 ∙

1

2
∫ (1 + cos 2𝜃)𝑑𝜃
𝜋

2
0

+
1

4
∙
𝜋

2
∙ ∫ sin 𝜃 𝑑 sin 𝜃

𝜋

2
0

=                                                       

=
1

4
(
𝜋

2
+
1

2
(sin 2𝜃 |

𝜋

2
0
)) +

𝜋

8
∙
1

2
(sin2 𝜃 |

𝜋

2
0
) =

𝜋

8
+ 0 +

𝜋

16
=
3𝜋

16
 . 

 

     Векторное поле 𝐹̅  называется потенциальным в области  𝐷, если суще-

ствует скаляр 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) (потенциал!), такой, что grad 𝑢 = 𝐹̅  в каждой 

точке области  𝐷. В односвязной области для потенциальности поля 𝐹̅  доста-

точно, чтобы оно было безвихревым, то есть чтобы  rot 𝐹̅ = 0̅. 

     Векторное поле 𝐹̅ называется соленоидальным в области 𝐷, если div 𝐹̅ = 0  

в каждой точке этой области. В случае соленоидальности векторного поля по-

ток этого поля через любую замкнутую поверхность, лежащую в  𝐷,  равен 0. 

     Если поле является одновременно потенциальным и соленоидальным, то 

оно гармонично, а потенциал поля является гармонической функцией. 

     Положим по определению 

∆𝑢 =
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
 ,  тогда  ∆=

𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+
𝜕2

𝜕𝑧2
− оператор Лапласа. 

Если ∆𝑢 = 0, то 𝑢 называется гармонической функцией. 

     Докажем, что div grad𝑢 = ∆𝑢. 

Действительно, 

grad 𝑢 = (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
,
𝜕𝑢

𝜕𝑦
,
𝜕𝑢

𝜕𝑧
)  

div grad𝑢 =
𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧
=
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
= ∆𝑢.  

     При этом, grad 𝑢 = ∇̅𝑢,  div grad𝑢 = (∇̅, ∇̅𝑢) = (∇̅, ∇̅)𝑢 = (∇̅)2𝑢 = ∆𝑢. То 

есть получаем, что (∇̅)2 = ∆ (квадрат оператора Гамильтона дает оператор 

Лапласа). 
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     Поле 𝐹̅ гармонично, если существует потенциал  𝑢, то есть 𝐹̅ = grad 𝑢  и   

div 𝐹̅ = div grad𝑢 = 0 = ∆𝑢. Поэтому потенциал гармоничного поля является 

гармонической функцией. 

 

     Какие из следующих полей потенциальны в ℝ3? 

Задача 15. 𝐹̅(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2). 

rot 𝐹̅ = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑃 𝑄 𝑅

| = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑥2 𝑦2 𝑧2

| =                                                                             

= (
𝜕

𝜕𝑦
(𝑧2) −

𝜕

𝜕𝑧
(𝑦2)) 𝑖̅ − (

𝜕

𝜕𝑥
(𝑧2) −

𝜕

𝜕𝑧
(𝑥2)) 𝑗̅ + (

𝜕

𝜕𝑥
(𝑦2) −

𝜕

𝜕𝑦
(𝑥2)) 𝑘̅ =                       

= (0,0,0) ≡ 0̅ ⟹  поле потенциально. 

 

Задача 16. 𝐹̅(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥𝑧, 𝑧𝑦, 𝑥𝑦). 

rot 𝐹̅ = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑃 𝑄 𝑅

| = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑥𝑧 𝑧𝑦 𝑥𝑦

| =                                                                             

= (
𝜕

𝜕𝑦
(𝑥𝑦) −

𝜕

𝜕𝑧
(𝑧𝑦)) 𝑖̅ − (

𝜕

𝜕𝑥
(𝑥𝑦) −

𝜕

𝜕𝑧
(𝑥𝑧)) 𝑗̅ + (

𝜕

𝜕𝑥
(𝑧𝑦) −

𝜕

𝜕𝑦
(𝑥𝑧)) 𝑘̅ =                       

= (𝑥 − 𝑦, 𝑥 − 𝑦, 0 − 0) ≢ 0̅ ⟹ поле не потенциально. 

                                                                                    

Задача 17. 𝐹̅(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑎𝑥 + 𝑦 + 𝑏𝑧, 2𝑥 + 𝑐𝑦 + 𝑑𝑧, 𝑏𝑥 + 𝑑𝑦 + 𝑐𝑧). 

rot 𝐹̅ = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑃 𝑄 𝑅

| = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑎𝑥 + 𝑦 + 𝑏𝑧 2𝑥 + 𝑐𝑦 + 𝑑𝑧 𝑏𝑥 + 𝑑𝑦 + 𝑐𝑧

| =                                                                             

= (𝑑 − 𝑑)𝑖̅ − (𝑏 − 𝑏)𝑗̅ + (2 − 1)𝑘̅ = (0,0,1) ≢ 0̅ ⟹ поле не потенциально.       

                  

Задача 18. 𝐹̅(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑦𝑧 cos 𝑥𝑦 , 𝑥𝑧 cos 𝑥𝑦 , sin 𝑥𝑦). 
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rot 𝐹̅ = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑃 𝑄 𝑅

| = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑦𝑧 cos 𝑥𝑦 𝑥𝑧 cos 𝑥𝑦 sin 𝑥𝑦

| =                                                                             

= (𝑥 cos 𝑥𝑦 − 𝑥 cos 𝑥𝑦)𝑖̅ − (𝑦 cos 𝑥𝑦 − 𝑦 cos 𝑥𝑦)𝑗̅ +                                                          

+(𝑧 cos 𝑥𝑦 − 𝑥𝑧𝑦 sin 𝑥𝑦 − 𝑧 cos 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧𝑥 sin 𝑥𝑦)𝑘̅ = (0,0,0) ≡ 0̅ ⟹ поле по-

тенциально. 

      

Задача 19. Какие из следующих полей соленоидальны в ℝ3? 

1) 𝐹̅(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1 + 2𝑥𝑦,−𝑦2𝑧, 𝑧2𝑦 − 2𝑦𝑧 + 1). 

div 𝐹̅ =
𝜕

𝜕𝑥
(1 + 2𝑥𝑦) +

𝜕

𝜕𝑦
(−𝑦2𝑧) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝑧2𝑦 − 2𝑦𝑧 + 1) =                            

= 2𝑦 − 2𝑦𝑧 + 2𝑦𝑧 − 2𝑦 ≡ 0 ⟹  поле соленоидально. 

 

2) 𝐹̅(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥(𝑧2 − 𝑦2), 𝑦(𝑥2 − 𝑧2), 𝑧(𝑥2 + 𝑦2)). 

div 𝐹̅ =
𝜕

𝜕𝑥
(𝑥(𝑧2 − 𝑦2)) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝑦(𝑥2 − 𝑧2)) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝑧(𝑥2 + 𝑦2)) =                            

= 𝑧2 − 𝑦2 + 𝑥2 − 𝑧2 + 𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑥2 ≢ 0 ⟹ поле не соленоидально.  

3) 𝐹̅(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥2𝑦𝑧, 𝑧𝑦2𝑥,−𝑥𝑦𝑧2). 

div 𝐹̅ =
𝜕

𝜕𝑥
(𝑥2𝑦𝑧) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝑧𝑦2𝑥) +

𝜕

𝜕𝑧
(−𝑥𝑦𝑧2) =                                              

= 2𝑥𝑦𝑧 + 2𝑥𝑦𝑧 − 2𝑥𝑦𝑧 = 2𝑥𝑦𝑧 ≢ 0 ⟹ поле не соленоидально. 

4) 𝐹̅(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (−
𝑦

𝑥2+𝑦2
,

𝑥

𝑥2+𝑦2
, 𝑥𝑦) в  ℝ3 вне начала координат. 

div 𝐹̅ =
𝜕

𝜕𝑥
(−

𝑦

𝑥2+𝑦2
) +

𝜕

𝜕𝑦
(

𝑥

𝑥2+𝑦2
) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝑥𝑦) =                                                          

= −
−𝑦∙2𝑥

(𝑥2+𝑦2)2
+

−𝑥∙2𝑦

(𝑥2+𝑦2)2
+ 0 ≡ 0 ⟹ поле соленоидально. 

Задача 20. Найдите ротор плоского векторного поля 𝐹̅ = (𝑃{𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦), 0). 

rot 𝐹̅ = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑃(𝑥, 𝑦) 𝑄(𝑥, 𝑦) 0

| =                                                                                     

= (0 −
𝜕

𝜕𝑧
(𝑄(𝑥, 𝑦))) 𝑖̅ − (0 −

𝜕

𝜕𝑧
(𝑃(𝑥, 𝑦))) 𝑗̅ + (

𝜕

𝜕𝑥
(𝑄) −

𝜕

𝜕𝑦
(𝑃)) 𝑘̅ =                       

= (0,0,
𝜕𝑄

𝜕𝑥
−
𝜕𝑃

𝜕𝑦
). 

     Ничего не напоминает? (Часть формулы Грина…) 

Задача 21. Докажите, что плоское векторное поле                                      

𝐹̅(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝑟̅

𝑟2
= (

𝑥

𝑥2+𝑦2
,

𝑦

𝑥2+𝑦2
, 0) гармонично всюду вне начала координат. 



 

13 
 

div 𝐹̅ =
𝜕

𝜕𝑥
(

𝑥

𝑥2+𝑦2
) +

𝜕

𝜕𝑦
(

𝑦

𝑥2+𝑦2
) +

𝜕

𝜕𝑧
(0) =                                                              

=
1∙(𝑥2+𝑦2)−2𝑥∙𝑥

(𝑥2+𝑦2)2
+
1∙(𝑥2+𝑦2)−2𝑦∙𝑦

(𝑥2+𝑦2)2
+ 0 ≡ 0 ⟹  поле соленоидально 

rot 𝐹̅ = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑃(𝑥, 𝑦) 𝑄(𝑥, 𝑦) 0

| = (0,0,
𝜕𝑄

𝜕𝑥
−
𝜕𝑃

𝜕𝑦
) = (0,0,

−2𝑥𝑦

(𝑥2+𝑦2)2
−

−2𝑦𝑥

(𝑥2+𝑦2)2
) = 0̅    

⟹ поле потенциально 

⟹ поле гармонично. 

 

ФОРМУЛА СТОКСА 

     Пусть 𝐿  – замкнутый контур, 𝑆  – поверхность «натянутая» на этот контур, 

𝑛̅+ – единичный вектор нормали к поверхности  𝑆, согласованный с направле-

нием обхода контура  𝐿, тогда    

∮ 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 + 𝑅𝑑𝑧
𝐿

= ∮ (𝐹̅, 𝑑𝑟̅)
𝐿

= ∬ (rot 𝐹̅, 𝑛̅+)𝑑𝑆𝑆
,                                                                          

то есть циркуляция (работа) векторного поля 𝑭̅ = (𝑷,𝑸, 𝑹) вдоль замкну-

того контура 𝑳 равна потоку ротора этого векторного поля через любую 

поверхность  𝑺, натянутую на контур  𝑳. При этом предполагается, что 

ориентация вектора 𝒏̅+ к поверхности 𝑺  согласована с направлением об-

хода контура  𝑳.  

Задача 22. Пусть 𝐹̅ = (𝑦2 + 𝑧2, 𝑥2 + 𝑧2, 𝑥2 + 𝑦2). Применить формулу Стокса 

к интегралу 

∮ (𝑦2 + 𝑧2)𝑑𝑥 + (𝑥2 + 𝑧2)𝑑𝑦 + (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑧
𝐿

= ∮ (𝐹̅, 𝑑𝑟̅)
𝐿

=                                          

= ∬ (rot 𝐹̅, 𝑛̅+)𝑑𝑆𝑆
= 2∬ ((𝑦 − 𝑧) cos 𝛼 + (𝑧 − 𝑥) cos𝛽 + (𝑥 − 𝑦) cos 𝛾)𝑑𝑆

𝑆
, 

здесь 𝑆 – некоторая поверхность, натянутая на контур 𝐿, 𝑛̅+  – единичный век-

тор нормали к поверхности 𝑆, согласованный с направлением обхода контура  

𝐿, 𝑛̅+ = (cos𝛼 , cos 𝛽 , cos 𝛾), и  

rot 𝐹̅ = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑃 𝑄 𝑅

| = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑦2 + 𝑧2 𝑧2 + 𝑥2 𝑥2 + 𝑦2

| =  

= (
𝜕

𝜕𝑦
(𝑥2 + 𝑦2) −

𝜕

𝜕𝑧
(𝑧2 + 𝑥2)) 𝑖̅ − (

𝜕

𝜕𝑥
(𝑥2 + 𝑦2) −

𝜕

𝜕𝑧
(𝑦2 + 𝑧2)) 𝑗̅ +  
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+(
𝜕

𝜕𝑥
(𝑧2 + 𝑥2) −

𝜕

𝜕𝑦
(𝑦2 + 𝑧2)) 𝑘̅ =                                                                                   

= (2𝑦 − 2𝑧)𝑖̅ − (2𝑥 − 2𝑧)𝑗̅ + (2𝑥 − 2𝑦)𝑘̅ = 2(𝑦 − 𝑧, 𝑧 − 𝑥, 𝑥 − 𝑦). 

 

Задача 23. Пусть 𝐹̅ = (𝑦 + 𝑧, 𝑥 + 𝑧, 𝑥 + 𝑦). Применить формулу Стокса к ин-

тегралу 

∮ (𝑦 + 𝑧)𝑑𝑥 + (𝑥 + 𝑧)𝑑𝑦 + (𝑥 + 𝑦)𝑑𝑧
𝐿

= ∮ (𝐹̅, 𝑑𝑟̅)
𝐿

=                                                     

= ∬ (rot 𝐹̅, 𝑛̅+)𝑑𝑆𝑆
= ∬ (0̅, 𝑛̅+)𝑑𝑆𝑆

= 0, 

здесь 𝑆 – некоторая поверхность, натянутая на контур 𝐿, 𝑛̅+  – единичный век-

тор нормали к поверхности 𝑆, согласованный с направлением обхода контура  

𝐿, и  

rot 𝐹̅ = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑃 𝑄 𝑅

| = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑦 + 𝑧 𝑥 + 𝑧 𝑥 + 𝑦

| = (1 − 1,1 − 1,1 − 1) = 0̅.  

 

Задача 24. С помощью формулы Стокса вычислить интеграл                                         

∮ 𝑥2𝑦3𝑑𝑥 + 𝑑𝑦 + 𝑧𝑑𝑧
𝐿

, где  𝐿 – окружность {𝑥
2 + 𝑦2 = 𝑅2

𝑧 = 0
, взяв в качестве 

поверхности  𝑆 полусферу  𝑧 = √𝑅2 − 𝑥2 − 𝑦2. Интегрирование в плоскости 

𝑂𝑥𝑦 ведется против часовой стрелки. 

В этом случае  𝐹̅ = (𝑥2𝑦3, 1, 𝑧), 

𝑛̅+ =
1

𝑅
(𝑥, 𝑦, 𝑧), 

𝑑𝑆 =
𝑅

√𝑅2−𝑥2−𝑦2
𝑑𝑥𝑑𝑦,  𝑆  – верхняя полусфера,  𝜎  – ее проекция на плоскость 

𝑂𝑥𝑦, 

rot 𝐹̅ = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑃 𝑄 𝑅

| = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑥2𝑦3 1 𝑧

| = (0 − 0,0 − 0,0 − 3𝑥2𝑦2).  Поэтому 

∮ 𝑥2𝑦3𝑑𝑥 + 𝑑𝑦 + 𝑧𝑑𝑧
𝐿

= ∬ (rot 𝐹̅, 𝑛̅+)𝑑𝑆𝑆
=                                                                   

= ∬ (0 ∙
𝑥

𝑅
+ 0 ∙

𝑦

𝑅
− 3𝑥2𝑦2 ∙

𝑧

𝑅
)𝑑𝑆

𝑆
= −

3

𝑅
∬ 𝑥2𝑦2𝑧𝑑𝑆
𝑆

=                                               

= −
3

𝑅
∬ 𝑥2𝑦2√𝑅2 − 𝑥2 − 𝑦2 ∙

𝑅

√𝑅2−𝑥2−𝑦2
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝜎
= −3∬ 𝑥2𝑦2𝑑𝑥𝑑𝑦

𝜎
=                         
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= −3∫ 𝑑𝜑∫ 𝑟𝑑𝑟((𝑟 cos𝜑)2(𝑟 sin𝜑)2)
𝑅

0

2𝜋

0
=                                                                       

= −3∫ cos2𝜑 sin2 𝜑𝑑𝜑 ∫ 𝑟5𝑑𝑟
𝑅

0

2𝜋

0
= −3 ∙

1

4
∫ sin2 2𝜑 𝑑𝜑
2𝜋

0
∙
𝑅6

6
=                                    

= −
3

8
∙ 𝑅6 ∙

1

2
∫ (1 − cos 4𝜑⏟  

𝑇0=
𝜋

2

)𝑑𝜑
2𝜋

0
= −

3

8
∙ 𝑅6 ∙

1

2
∙ 2𝜋 = −

3𝜋𝑅6

8
 . 

Задача 25. С помощью формулы Стокса вычислить циркуляцию векторного 

поля 𝐹̅ = (𝑧, 𝑥, 𝑦) по контуру  𝐿, полученному от пересечения плоскости      

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2  с координатными осями (против часовой стрелки). 

     Плоскость 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2  пересекает координатные оси в точках 𝐴(2,0,0),  

𝐵(0,2,0) и 𝐶(0,0,2). В качестве поверхности  𝑆 возьмем треугольник 𝐴𝐵𝐶 

(стороны которого равны 2√2). 

𝑛̅+ =
1

√3
(1,1,1),  

rot 𝐹̅ = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑃 𝑄 𝑅

| = |

𝑖̅ 𝑗 ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑧 𝑥 𝑦

| = (1 − 0,1 − 0,1 − 0).  Поэтому 

∮ 𝑧𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑦 + 𝑦𝑑𝑧
𝐿

= ∬ (rot 𝐹̅, 𝑛̅+)𝑑𝑆𝑆
=

1

√3
∬ (1 + 1 + 1)𝑑𝑆
𝑆

=                               

= √3 ∙ |𝑆| = √3 ∙
1

2
∙ (2√2)

2
∙
√3

2
= 6.                                                         


