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Рекомендовано методической комиссией химического факультета и кафед-
рой математического анализа механико-математического факультета МГУ 

им. М.В. Ломоносова в качестве учебного пособия для студентов химических 
специальностей 

 

В современном мире компьютерные технологии внедрены практически 
во все научные и прикладные исследования. В свою очередь, это вызывает 
бурное развитие математических дисциплин, поскольку многие из матема-
тических дисциплин имеют важное прикладное значение и являются основой 
компьютерных технологий.  

Для правильного и эффективного использования многих математиче-
ских программ требуется умение сформулировать задачи, возникающие в 
процессе исследования математической модели изучаемого явления, вы-
брать подходящий алгоритм решения, осмыслить полученный результат. 
Для этого требуется достаточный уровень математической подготовки. 

В серии методических разработок «математика для современной хи-
мии» рассматриваются вопросы, усвоение которых способствует повыше-
нию математической культуры учащихся, развитию их профессиональных 
компетенций. Выбор тем разработок не случаен. Он основан на методиче-
ских исследованиях кафедры математического анализа, на учёте мнений ка-
федр химического факультета, на анализе результатов экзаменов. 

Важная цель этих разработок, создаваемых на основе требований но-
вого учебного плана – облегчить самостоятельную работу студентов и спо-
собствовать успешной сдаче экзаменов и зачётов. 

В этой методической разработке приведены примеры вычисления 
определённых интегралов и решения прикладных задач. В приложении ис-
пользованы материалы из книги: В.Г. Скатецкий, Д.В. Свиридов, В.И. Яшкин 
«Математические методы в химии».-Минск.-«Тетра-Системс».-2006.-368с.  
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ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ  
 

     Напомним свойства и дополнительные определения, связанные с опреде-
ленным интегралом. Предполагается, что функции  𝑓𝑓(𝑥𝑥) и 𝑔𝑔(𝑥𝑥) интегрируемы 
на рассматриваемых промежутках 

1) Если  𝑎𝑎 > 𝑏𝑏, то по определению, полагаем ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 = −∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥𝑎𝑎
𝑏𝑏

𝑏𝑏
𝑎𝑎 . За-

метим, что это равенство справедливо и в случае 𝑎𝑎 < 𝑏𝑏, так как тогда  

∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 = −∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥𝑏𝑏
𝑎𝑎

𝑎𝑎
𝑏𝑏 . 

2) Также по определению положим ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 = 0𝑎𝑎
𝑎𝑎 . 

3) ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 + ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 = ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥𝑏𝑏
𝑎𝑎

𝑏𝑏
𝑐𝑐

𝑐𝑐
𝑎𝑎 . 

4) ∫ 𝑘𝑘𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 = 𝑘𝑘 ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥𝑏𝑏
𝑎𝑎

𝑏𝑏
𝑎𝑎 . 

5) ∫ (𝑓𝑓(𝑥𝑥) ± 𝑔𝑔(𝑥𝑥))𝑑𝑑𝑥𝑥 =𝑏𝑏
𝑎𝑎 ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥𝑏𝑏

𝑎𝑎 ± ∫ 𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥.𝑏𝑏
𝑎𝑎  

6)  Если  𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ 0 на [a, b], то ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥b
a ≥ 0.              

7)  Если 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≤ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) ∀𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎; 𝑏𝑏], то ∫ ƒ(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 ≤ ∫ 𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥𝑏𝑏
𝑎𝑎 .𝑏𝑏

𝑎𝑎   

8) |∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥| ≤ ∫ |𝑓𝑓(𝑥𝑥)|𝑑𝑑𝑥𝑥𝑏𝑏
𝑎𝑎 .𝑏𝑏

𝑎𝑎  
 
     Теорема. (Формула Ньютона-Лейбница). Если 𝒇𝒇(𝒙𝒙) ∈ 𝑪𝑪([𝒂𝒂;𝒃𝒃]), то для 
любой первообразной 𝑭𝑭(𝒙𝒙) имеет место равенство 
 ∫ 𝒇𝒇(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝒙𝒙𝒃𝒃
𝒂𝒂 = 𝑭𝑭(𝒃𝒃)− 𝑭𝑭(𝒂𝒂). 

 
     Задача 1. По определению посчитать ∫ 𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥𝑏𝑏

𝑎𝑎 . 

     Рассмотрим разбиение отрезка [𝑎𝑎; 𝑏𝑏] точками 𝑥𝑥𝑘𝑘 = �𝑎𝑎 + 𝑏𝑏−𝑎𝑎
𝑛𝑛
𝑘𝑘�

𝑘𝑘=0

𝑛𝑛
. Тогда 

∆𝑥𝑥𝑘𝑘 = 𝑏𝑏−𝑎𝑎
𝑛𝑛

. И пусть 𝜉𝜉𝑘𝑘 = 𝑥𝑥𝑘𝑘. Для интегральной суммы получим выражение 

𝑆𝑆(𝑓𝑓,𝑇𝑇) = ∑ 𝑓𝑓(𝜉𝜉𝑘𝑘)∆𝑥𝑥𝑘𝑘𝑛𝑛
𝑘𝑘=1 = ∑ �𝑎𝑎 + 𝑏𝑏−𝑎𝑎

𝑛𝑛
𝑘𝑘� ∙𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
𝑏𝑏−𝑎𝑎
𝑛𝑛

=                                                         

= 𝑎𝑎(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎) ∙ 1
𝑛𝑛
∑ 1𝑛𝑛
𝑘𝑘=1 + (𝑏𝑏−𝑎𝑎)2

𝑛𝑛2
∑ 𝑘𝑘𝑛𝑛
𝑘𝑘=1 = 𝑎𝑎(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎) ∙ 1

𝑛𝑛
∙ 𝑛𝑛 + (𝑏𝑏−𝑎𝑎)2

𝑛𝑛2
�1+𝑛𝑛

2
∙ 𝑛𝑛� =                   

= 𝑎𝑎(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎) + (𝑏𝑏−𝑎𝑎)2

2
∙ 𝑛𝑛+1

𝑛𝑛
 ⇒ 

lim
𝑑𝑑(𝜆𝜆)→0

𝑆𝑆(𝑓𝑓,𝑇𝑇) = lim
𝑑𝑑(𝜆𝜆)→0

�𝑎𝑎(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎) + (𝑏𝑏−𝑎𝑎)2

2
∙ 𝑛𝑛+1

𝑛𝑛
� = 𝑎𝑎𝑏𝑏 − 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎2+𝑏𝑏2−2𝑎𝑎𝑏𝑏

2
=                      

= 2𝑎𝑎𝑏𝑏−2𝑎𝑎2+𝑎𝑎2+𝑏𝑏2−2𝑎𝑎𝑏𝑏
2

= 𝑏𝑏2−𝑎𝑎2

2
. 

     Заметьте, что мы рассмотрели самое простое разбиение и не доказали, что 
предел не зависит от выбора разбиения и выбора точек {𝜉𝜉𝑘𝑘}. А по формуле 
Ньютона – Лейбница мы легко получим 
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∫ 𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥𝑏𝑏
𝑎𝑎 = 𝑥𝑥2

2
�
𝑎𝑎

𝑏𝑏
= 𝑏𝑏2−𝑎𝑎2

2
 . 

Оцените и испытайте чувство благодарности!.. 

     Задача 2. ∫ (𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 3)𝑑𝑑𝑥𝑥3
1 = �𝑥𝑥

3

3
− 𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥��

1

3
=                                                         

= (9 − 9 + 9) − �1
3
− 1 + 3� = 9 − 2 1

3
= 6 2

3
 . 

     Задача 3. ∫ (2𝑥𝑥 + sin 2𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥𝜋𝜋
0 = ∫ 2𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥𝜋𝜋

0 + ∫ sin 2𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥𝜋𝜋
0 = 𝑥𝑥2|0𝜋𝜋 −

1
2

cos 2𝑥𝑥|0𝜋𝜋 =            = 𝜋𝜋2 − 0 − 1
2

(cos 2𝜋𝜋 − cos 0) = 𝜋𝜋2 − 1
2

(1 − 1) = 𝜋𝜋2. 
 
     Задача 4. ∫ 𝑑𝑑𝑥𝑥

2𝑥𝑥−3
−2
−5 = 1

2 ∫
𝑑𝑑(2𝑥𝑥−3)
2𝑥𝑥−3

−2
−5 = 1

2
(ln|2𝑥𝑥 − 3|)|−5−2 =                                                   

= 1
2

(ln|−7| − ln|−13|) = 1
2

ln 7
13

 . 
 

     Задача 5. ∫
�𝑥𝑥−√𝑥𝑥� 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑥𝑥√𝑥𝑥
𝑒𝑒
1 = ∫ � 1

√𝑥𝑥
− 1

𝑥𝑥
� 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑒𝑒

1 = 2√𝑥𝑥�1
𝑒𝑒
− ln|𝑥𝑥||1𝑒𝑒 =                                           

= 2√𝑒𝑒 − 2 − ln 𝑒𝑒 + ln 1 = 2√𝑒𝑒 − 2 − 1 + 0 = 2√𝑒𝑒 − 3. 
 

    Задача 6. ∫ 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥
1+𝑥𝑥2

5
1 = 1

2 ∫
𝑑𝑑(1+𝑥𝑥2)
1+𝑥𝑥2

5
1 = 1

2
(ln|1 + 𝑥𝑥2|)�51 = 1

2
(ln 26 − ln 2) =                      

= 1
2

ln 13. 

    Задача 7. ∫ (𝑥𝑥+2)𝑑𝑑𝑥𝑥
3−𝑥𝑥

2
1 = −∫

(𝑥𝑥+2)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥−3

2
1 = −∫

(𝑥𝑥−3+3+2)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥−3

2
1 =                                                     

= −∫ 𝑑𝑑𝑥𝑥2
1 − 5∫ 𝑑𝑑(𝑥𝑥−3)

𝑥𝑥−3
2
1 = −(2 − 1) − 5(ln|𝑥𝑥 − 3|)�21 =                                                     

= −1 − 5(ln|−1| − ln|−2|) = −1 + 5 ln 2. 
 

     Замечание.  ∫ 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑏𝑏
𝑎𝑎 = 𝑥𝑥|𝑎𝑎𝑏𝑏 = 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 ⇒ ∫ 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑏𝑏

𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎  

 

     Задача 8. 2∫ sin 2𝑥𝑥 cos 8𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝜋𝜋
6
0 = ∫ sin 10𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝜋𝜋
6
0 − ∫ sin 6𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝜋𝜋
6
0 =                                      

= − 1
10

cos 10𝑥𝑥|0
𝜋𝜋
6 + 1

6
(cos 6𝑥𝑥)�𝜋𝜋0 = − 1

10
�cos 5𝜋𝜋

3
− cos 0� + 1

6
(cos𝜋𝜋 − cos 0) =                    

= − 1
10
�1
2
− 1� + 1

6
(−1 − 1) = 1

10
∙ 1
2
− 1

3
= 1

20
− 1

3
= 3−20

60
= −17

60
 . 

 
     В дальнейшем бывает очень полезна следующая теорема. 
     Теорема. У функций sin𝑝𝑝𝑥𝑥  и  cos𝑝𝑝𝑥𝑥 , 𝑝𝑝 > 0  наименьший период равен  
𝑇𝑇0 = 2𝜋𝜋

𝑝𝑝
. Если в интегралах ∫ sin𝑝𝑝𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑏𝑏

𝑎𝑎  и ∫ cos𝑝𝑝𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑏𝑏
𝑎𝑎  величина  𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 = 2𝜋𝜋

𝑝𝑝
𝑛𝑛,  

𝑛𝑛 ∈ ℤ, то эти интегралы равны 0. 
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     Пример. ∫ sin 12𝑥𝑥�����
𝑇𝑇0=

2𝜋𝜋
12=

𝜋𝜋
6

𝑑𝑑𝑥𝑥
𝜋𝜋
3
0 = 0,  так как  𝜋𝜋

3
= 𝜋𝜋

6
∙ 2. 

     Задача 9. ∫ cos3 𝑥𝑥 sin2 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝜋𝜋
4
0 = ∫ cos2 𝑥𝑥 cos𝑥𝑥 sin2 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝜋𝜋
4
0 =                                                

= ∫ (1 − sin2 𝑥𝑥) sin2 𝑥𝑥 𝑑𝑑 sin𝑥𝑥
𝜋𝜋
4
0 = ∫ (sin2 𝑥𝑥 − sin4 𝑥𝑥)𝑑𝑑 sin 𝑥𝑥

𝜋𝜋
4
0 =                                         

= �sin
3 𝑥𝑥
3

− sin5 𝑥𝑥
5
��
0

𝜋𝜋
4 = 1

3
∙ � 1

√2
�
3
− 1

5
∙ � 1

√2
�
5

= 1
3∙2√2

− 1
5∙4√2

= 7
60√2

 . 

     Задача 10. ∫ sin4 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝜋𝜋
3
𝜋𝜋
6

= ∫ (sin2 𝑥𝑥)2𝑑𝑑𝑥𝑥
𝜋𝜋
3
𝜋𝜋
6

= ∫ �1−cos2𝑥𝑥
2

�
2
𝑑𝑑𝑥𝑥

𝜋𝜋
3
𝜋𝜋
6

=                                       

= 1
4 ∫ (1− cos 2𝑥𝑥)2𝑑𝑑𝑥𝑥

𝜋𝜋
3
𝜋𝜋
6

= 1
4 ∫ (1 − 2cos 2𝑥𝑥 + cos2 2𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥

𝜋𝜋
3
𝜋𝜋
6

=                                             

= 1
4 ∫ �1 − 2cos 2𝑥𝑥 + 1

2
+ 1

2
cos 4𝑥𝑥�𝑑𝑑𝑥𝑥

𝜋𝜋
3
𝜋𝜋
6

= 1
4 ∫ �3

2
− 2cos 2𝑥𝑥 + 1

2
cos 4𝑥𝑥�𝑑𝑑𝑥𝑥

𝜋𝜋
3
𝜋𝜋
6

=                       

= 1
4
∙ 3
2
�𝜋𝜋
3
− 𝜋𝜋

6
� − 1

2
∙ 1
2

(sin 2𝑥𝑥) �
𝜋𝜋
3
𝜋𝜋
6

+ 1
8
∙ 1
4

(sin 4𝑥𝑥) �
𝜋𝜋
3
𝜋𝜋
6

=                                                             

= 3
8
∙ 𝜋𝜋
6
− 1

4
�sin 2𝜋𝜋

3
− sin 𝜋𝜋

3
� + 1

32
�sin 4𝜋𝜋

3
− sin 2𝜋𝜋

3
� = 𝜋𝜋

16
− 0 + 1

32
�−2 ∙ √3

2
� =                      

= 𝜋𝜋
16
− √3

32
 . 

     Задача 11. ∫ tg2 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 =
𝜋𝜋
3
𝜋𝜋
4

∫ 1−cos2 𝑥𝑥
cos2 𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑥𝑥 =
𝜋𝜋
3
𝜋𝜋
4

∫ 1
cos2 𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑥𝑥
𝜋𝜋
3
𝜋𝜋
4

− ∫ 𝑑𝑑𝑥𝑥 =
𝜋𝜋
3
𝜋𝜋
4

                                        

= (tg 𝑥𝑥) �
𝜋𝜋
3
𝜋𝜋
4
− �𝜋𝜋

3
− 𝜋𝜋

4
� = √3 − 1 − 𝜋𝜋

12
 . 

     Задача 12. ∫
sin1𝑥𝑥
𝑥𝑥2

𝑑𝑑𝑥𝑥 =
2
𝜋𝜋
1
𝜋𝜋

∫ sin 1
𝑥𝑥
∙ 1
𝑥𝑥2
𝑑𝑑𝑥𝑥 =

2
𝜋𝜋
1
𝜋𝜋

− ∫ sin 1
𝑥𝑥
𝑑𝑑 1
𝑥𝑥

=
2
𝜋𝜋
1
𝜋𝜋

�cos 1
𝑥𝑥
� �

2
𝜋𝜋
1
𝜋𝜋

=                               

= cos 𝜋𝜋
2
− cos𝜋𝜋 = 0 − (−1) = 1. 

     Задача 13. ∫ 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥2+6𝑥𝑥+10

3
1 = ∫ 𝑑𝑑(𝑥𝑥+3)

(𝑥𝑥+3)2+1
3
1 = arctg(𝑥𝑥 + 3) �31 = arctg 6 − arctg 4. 

 
       Не надо торопиться в несложных задачах делать замену переменных, так 
как она приводит к дополнительным вычислениям и преобразованиям. Рас-
смотрим пример. 
     Задача 14. ∫ (2 + 5𝑥𝑥)4 𝑑𝑑𝑥𝑥0

−25
= 1

5 ∫ (2 + 5𝑥𝑥)4 𝑑𝑑(2 + 5𝑥𝑥)0
−25

=                                         

= 1
5
∙ 1
5

(2 + 5𝑥𝑥)5 � 0−25
= 1

25
(32 − 0) = 32

25
 . 

     Или другое решение (использующее замену переменной): 
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∫ (2 + 5𝑥𝑥)4 𝑑𝑑𝑥𝑥0
−25

= �
2+5𝑥𝑥=𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑥𝑥=15𝑑𝑑𝑡𝑡

𝑥𝑥=−25⇒𝑡𝑡=0
𝑥𝑥=0⇒𝑡𝑡=2

� = ∫ 𝑡𝑡4 𝑑𝑑𝑡𝑡2
0 = 1

5
𝑡𝑡5�20 = 1

5
(32 − 0) = 32

25
 .  

 
Интегрирование по частям 

 
     В общем случае для использования формулы интегрирования по частям 
надо проделать следующую работу 
 

∫ 𝐹𝐹(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥𝑏𝑏
𝑎𝑎 = ∫ 𝑢𝑢(𝑥𝑥)𝑣𝑣′(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥𝑏𝑏

𝑎𝑎 =                                                                                          

= ∫ 𝑢𝑢(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑣𝑣(𝑥𝑥)𝑏𝑏
𝑎𝑎 = 𝑢𝑢(𝑥𝑥)𝑣𝑣(𝑥𝑥)�𝑏𝑏𝑎𝑎 − ∫ 𝑣𝑣(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑢𝑢(𝑥𝑥)𝑏𝑏

𝑎𝑎 =                                                              

= 𝑢𝑢(𝑥𝑥)𝑣𝑣(𝑥𝑥)�𝑏𝑏𝑎𝑎 − ∫ 𝑣𝑣(𝑥𝑥)𝑢𝑢′(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥𝑏𝑏
𝑎𝑎 . 

 
     Задача 14. ∫ ln 𝑥𝑥�

𝑢𝑢
𝑑𝑑 𝑥𝑥⏟
𝑣𝑣

𝑒𝑒
1 = ln 𝑥𝑥 ∙ 𝑥𝑥�𝑒𝑒1 − ∫ 𝑥𝑥𝑑𝑑 ln 𝑥𝑥𝑒𝑒

1 =                                                                      

= ln 𝑒𝑒 ∙ 𝑒𝑒 − ln 1 ∙ 1 − ∫ 𝑥𝑥 ∙ 1
𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑥𝑥𝑒𝑒

1 = 𝑒𝑒 − 0 − (𝑒𝑒 − 1) = 1.  

     Задача 15. ∫ 𝑥𝑥⏟
𝑢𝑢

sin𝑥𝑥�
𝑣𝑣′

𝑑𝑑𝑥𝑥 =
𝜋𝜋
6
0 − ∫ 𝑥𝑥𝑑𝑑 cos𝑥𝑥 =

𝜋𝜋
6
0 − 𝑥𝑥 cos𝑥𝑥 �

𝜋𝜋
6
0 + ∫ cos𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝜋𝜋
6
0 =                           

= −𝜋𝜋
6

cos 𝜋𝜋
6

+ 0 + sin𝑥𝑥 �
𝜋𝜋
6
0 = −𝜋𝜋

6
∙ √3
2

+ sin 𝜋𝜋
6
− 0 = −𝜋𝜋√3

12
+ 1

2
 . 

 
     Задача 16. ∫ arctg 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 =1

0 arctg𝑥𝑥 ∙ 𝑥𝑥�10 − ∫ 𝑥𝑥 𝑑𝑑 arctg𝑥𝑥1
0 =                                                 

= arctg 1 ∙ 1 − ∫ 𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥
1+𝑥𝑥2

1
0 = 𝜋𝜋

4
− 1

2 ∫
𝑑𝑑(1+𝑥𝑥2)
1+𝑥𝑥2

1
0 = 𝜋𝜋

4
− 1

2
ln(1 + 𝑥𝑥2) �10 = 𝜋𝜋

4
− 1

2
ln 2 .  

 

     Теорема. ∫ 𝒇𝒇(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝒙𝒙𝒂𝒂
−𝒂𝒂 = �𝟐𝟐 ∫ 𝒇𝒇(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝒙𝒙𝒂𝒂

𝟎𝟎 , если  𝒇𝒇(𝒙𝒙) − четная  на [−𝒂𝒂;𝒂𝒂]
𝟎𝟎, если  𝒇𝒇(𝒙𝒙) − нечетная на [−𝒂𝒂;𝒂𝒂].                 

 

 

     Задача 17. ∫ sin𝑥𝑥+sin5𝑥𝑥
cos2𝑥𝑥+cos7𝑥𝑥+4

𝑑𝑑𝑥𝑥 =
𝜋𝜋
4
−𝜋𝜋4

0, 

так как рассматривается интеграл по симметричному промежутку от нечет-
ной функции (докажите, что функция sin 𝑥𝑥+sin5𝑥𝑥

cos2𝑥𝑥+cos7𝑥𝑥+4
  – нечетная). 

 
 
Уравнение относительно интеграла 
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     Задача 17. ∫ 𝑒𝑒2𝑥𝑥 cos𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝜋𝜋
2
0 = ∫ 𝑒𝑒2𝑥𝑥 𝑑𝑑 sin𝑥𝑥

𝜋𝜋
2
0 = 𝑒𝑒2𝑥𝑥 sin 𝑥𝑥 �

𝜋𝜋
2
0 − ∫ sin 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑒𝑒2𝑥𝑥

𝜋𝜋
2
0 =                   

= 𝑒𝑒𝜋𝜋 ∙ 1 − 0 − 2∫ 𝑒𝑒2𝑥𝑥 sin𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝜋𝜋
2
0 = 𝑒𝑒𝜋𝜋 + 2∫ 𝑒𝑒2𝑥𝑥 𝑑𝑑 cos𝑥𝑥

𝜋𝜋
2
0 =                                                 

= 𝑒𝑒𝜋𝜋 + 2𝑒𝑒2𝑥𝑥 cos𝑥𝑥 �
𝜋𝜋
2
0 − 2∫ cos𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑒𝑒2𝑥𝑥

𝜋𝜋
2
0 = 𝑒𝑒𝜋𝜋 + 2(0− 1) − 4∫ 𝑒𝑒2𝑥𝑥 cos𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝜋𝜋
2
0 =                      

= 𝑒𝑒𝜋𝜋 − 2 − 4∫ 𝑒𝑒2𝑥𝑥 cos𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝜋𝜋
2
0 ⇒ 

5∫ 𝑒𝑒2𝑥𝑥 cos𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝜋𝜋
2
0 = 𝑒𝑒𝜋𝜋 − 2 ⇒   ∫ 𝑒𝑒2𝑥𝑥 cos𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝜋𝜋
2
0 = 𝑒𝑒𝜋𝜋−2

5
 . 

 
 
 
 
Очень важная подстановка 

Задача 18. ∫ 𝑥𝑥5√𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥2 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑎𝑎
0 = �

𝑥𝑥=𝑎𝑎 sin 𝑡𝑡
𝑡𝑡∈�0,𝜋𝜋2�

𝑑𝑑𝑥𝑥=𝑎𝑎cos𝑡𝑡𝑑𝑑𝑡𝑡

� =                                                                  

= ∫ 𝑎𝑎5 sin5 𝑡𝑡 √𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎2 sin2 𝑡𝑡
𝜋𝜋
2
0 𝑎𝑎 cos 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡 =                                                                            

= 𝑎𝑎7 ∫ sin5 𝑡𝑡 √1 − sin2 𝑡𝑡
𝜋𝜋
2
0 cos 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡 = 𝑎𝑎7 ∫ sin5 𝑡𝑡 √cos2 𝑡𝑡

𝜋𝜋
2
0 cos 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡 =                                              

= 𝑎𝑎7 ∫ sin5 𝑡𝑡 |cos 𝑡𝑡|
𝜋𝜋
2
0 cos 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡 =  

 
так как  𝑡𝑡 ∈ �0, 𝜋𝜋

2
�, то  cos 𝑡𝑡 ≥ 0 ⇒ |cos 𝑡𝑡| = cos 𝑡𝑡 

= 𝑎𝑎7 ∫ cos2 𝑡𝑡
𝜋𝜋
2
0 sin5 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡 = 𝑎𝑎7 ∫ cos2 𝑡𝑡

𝜋𝜋
2
0 sin4 𝑡𝑡 sin 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡 =                                                      

= −𝑎𝑎7 ∫ cos2 𝑡𝑡
𝜋𝜋
2
0 (1 − cos2 𝑡𝑡)2𝑑𝑑 cos 𝑡𝑡 = −𝑎𝑎7 ∫ (1 − 2 cos2 𝑡𝑡 + cos4 𝑡𝑡)

𝜋𝜋
2
0 𝑑𝑑 cos 𝑡𝑡 =               

= −𝑎𝑎7 �cos 𝑡𝑡 − 2cos3 𝑡𝑡
3

+ cos5 𝑡𝑡
5
� �

𝜋𝜋
2
0 = −𝑎𝑎7 ∙ 0 + 𝑎𝑎7 �1 − 2

3
+ 1

5
� = 8𝑎𝑎7

15
 . 

 
 
ПРОСТЕЙШИЕ ПРИМЕНЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 
 

I.1. Площадь между кривыми заданными графиками функций                            
𝒚𝒚 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙)  и  𝒚𝒚 = 𝒈𝒈(𝒙𝒙) 
 

     Пусть 𝒇𝒇(𝒙𝒙) ≥ 𝒈𝒈(𝒙𝒙) на   [𝒂𝒂;𝒃𝒃]. Тогда площадь полученной криволиней-
ной трапеции равна 𝑺𝑺 = ∫ (𝒇𝒇(𝒙𝒙)− 𝒈𝒈(𝒙𝒙))𝒅𝒅𝒙𝒙𝒃𝒃

𝒂𝒂 . 
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     Задача 1. Найти площадь между кривыми 𝑦𝑦 = sin𝑥𝑥 и 𝑦𝑦 = 0 при                                   
−7𝜋𝜋

6
≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝜋𝜋

4
. 

     Решение. График функции 𝑦𝑦 = sin𝑥𝑥 будет лежать выше оси  𝑂𝑂𝑥𝑥 при 
−7𝜋𝜋

6
≤ 𝑥𝑥 ≤ −𝜋𝜋  и  0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝜋𝜋

4
  и будет лежать ниже оси 𝑂𝑂𝑥𝑥  при   −𝜋𝜋 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 0  

(обязательно нарисуйте «картинку»!). Поэтому 

𝑆𝑆 = ∫ (sin𝑥𝑥 − 0)𝑑𝑑𝑥𝑥−𝜋𝜋
−7𝜋𝜋6

+ ∫ (0 − sin 𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥0
−𝜋𝜋 + ∫ (sin𝑥𝑥 − 0)𝑑𝑑𝑥𝑥

𝜋𝜋
4
0 =                                       

= ∫ (sin𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥−𝜋𝜋
−7𝜋𝜋6

− ∫ (sin𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥0
−𝜋𝜋 + ∫ (sin𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥

𝜋𝜋
4
0 =                                                                

= − cos𝑥𝑥 �−𝜋𝜋−7𝜋𝜋6
+ cos𝑥𝑥 � 0−𝜋𝜋 − cos𝑥𝑥 �

𝜋𝜋
4
0 =                                                                                  

= −�−1 − �−√3
2
�� + �1 − (−1)� − �√2

2
− 1� = 1 − √3

2
+ 2 − √2

2
+ 1 =                           

= 4 − √3
2
− √2

2
 

     Замечание. Хорошо бы осознать и запомнить, что площадь «четвертинки 
синусоиды» равна 1, действительно 

∫ sin𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝜋𝜋
2
0 = − cos𝑥𝑥 �

𝜋𝜋
2
0 = − cos 𝜋𝜋

2
+ cos 0 = 1.  

     Задача 2. Найти площадь между кривыми 𝑦𝑦 = −𝑥𝑥3 и 𝑦𝑦 = −9𝑥𝑥. 
Решение. Функции 𝑦𝑦 = −𝑥𝑥3  и 𝑦𝑦 = −9𝑥𝑥  являются нечетными. Поэтому «кар-
тинка» (обязательно нарисуйте!) будет центрально симметрична, и площадь 
искомой фигуры будет равна удвоенной площади части фигуры, например, 
при 𝑥𝑥 ≥ 0. Легко найти точки пересечения этих кривых. 
 
     Замечание. Чтобы найти точки пересечения двух кривых, заданных 
уравнениями 𝝋𝝋(𝒙𝒙,𝒚𝒚) = 𝟎𝟎  и  𝝓𝝓(𝒙𝒙,𝒚𝒚) = 𝟎𝟎 , надо решить систему 

�𝝋𝝋
(𝒙𝒙,𝒚𝒚) = 𝟎𝟎  

𝝓𝝓(𝒙𝒙,𝒚𝒚) = 𝟎𝟎.  

     В нашем случае система имеет вид 

�𝑦𝑦 = −𝑥𝑥3
𝑦𝑦 = −9𝑥𝑥 ⟺ �−𝑥𝑥

3 = −9𝑥𝑥
𝑦𝑦 = −9𝑥𝑥 ⟺ �𝑥𝑥 = 0 ∨ 𝑥𝑥 = −3 ∨ 𝑥𝑥 = 3

𝑦𝑦 = −9𝑥𝑥   

     Поэтому 

𝑆𝑆 = 2∫ (−𝑥𝑥3 + 9𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥3
0 = 2 �− 𝑥𝑥4

4
+ 9𝑥𝑥2

2
� �30 = 2 �− 34

4
+ 9∙32

2
− 0� = 2 ∙ 3

4

4
= 81

2
.  

 
     Задача 3. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми  𝑦𝑦 = arccos 𝑥𝑥,  
𝑥𝑥 = −1,  𝑥𝑥 = 0,  𝑦𝑦 = 1. 
Решение. Нарисуйте «картинку». Легко видеть, что 
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𝑆𝑆 = ∫ (arccos𝑥𝑥 − 1)𝑑𝑑𝑥𝑥0
−1 = ∫ arccos𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥0

−1 − ∫ 𝑑𝑑𝑥𝑥0
−1 =                                                      

= arccos𝑥𝑥 ∙ 𝑥𝑥� 0−1 + ∫ 𝑥𝑥𝑑𝑑 arccos𝑥𝑥0
−1 − �0 − (−1)� =                                                              

= 0 − arccos(−1) ∙ (−1) + ∫ 𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥
√1−𝑥𝑥2

0
−1 − 1 = 𝜋𝜋 − 1 − 1

2 ∫
𝑑𝑑(1−𝑥𝑥2)
√1−𝑥𝑥2

0
−1 =                                  

= 𝜋𝜋 − 1 − √1 − 𝑥𝑥2� 0−1 = 𝜋𝜋 − 1 − 1 + 0 = 𝜋𝜋 − 2.                                                             
А теперь внимательно посмотрите на «картинку» и постарайтесь увидеть, что 
площадь искомой фигуры легко найти, если из площади прямоугольника со 
сторонами 1 и 𝜋𝜋 вычесть площадь прямоугольника со сторонами 1 и 1 и пло-
щадь «четвертинки синусоиды», то есть действительно 
𝑆𝑆 = 1 ∙ 𝜋𝜋 − 1 ∙ 1 − 1 = 𝜋𝜋 − 2.       
 
     Задача 4. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми                         
𝑦𝑦 = −𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥 − 6  и 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2 − 6. 
Решение. Прежде чем рисовать «картинку», найдем точки пересечения этих 
двух парабол, для чего решим систему          

�𝑦𝑦 = −𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥 − 6
𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2 − 6

⟺ �−𝑥𝑥
2 + 5𝑥𝑥 − 6 = 𝑥𝑥2 − 6

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2 − 6 ⟺ �2𝑥𝑥
2 − 5𝑥𝑥 = 0
𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2 − 6 ⟺                           

⟺ �
𝑥𝑥 = 0 ∨ 𝑥𝑥 = 5

2
𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2 − 6

⟺ � 𝑥𝑥 = 0
𝑦𝑦 = −6 ∨ �

𝑥𝑥 = 5
2

𝑦𝑦 = 1
4

 .
                  

     В качестве «картинки» мы получили «вырожденную» криволинейную тра-
пецию, то есть трапецию, у которой параллельные стороны «выродились в 
точки».     

𝑆𝑆 = ∫ �(−𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥 − 6) − (𝑥𝑥2 − 6)�𝑑𝑑𝑥𝑥
5
2
0 = ∫ (−2𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥

5
2
0 =                                         

= �− 2𝑥𝑥3

3
+ 5𝑥𝑥2

2
� �

5
2
0 = −2

3
∙ �5

2
�
3

+ 5
2
�5
2
�
2

= �5
2
�
3
�− 2

3
+ 1� = 125

24
 .       

      Задача 5. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 𝑦𝑦 = tg2 𝑥𝑥,         
𝑥𝑥 = 0, 𝑥𝑥 = 𝜋𝜋

4
 ,  𝑦𝑦 = 0.  

Решение. Из соответствующей задачи «картинки» видно, что    

𝑆𝑆 = ∫ (tg2 𝑥𝑥 − 0)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝜋𝜋
4
0 = ∫ sin2 𝑥𝑥

cos2 𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑥𝑥

𝜋𝜋
4
0 = ∫ 1−cos2 𝑥𝑥

cos2 𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑥𝑥

𝜋𝜋
4
0 = ∫ 1

cos2 𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑥𝑥

𝜋𝜋
4
0 − ∫ 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝜋𝜋
4
0 =                   

= tg𝑥𝑥 �
𝜋𝜋
4
0 − �𝜋𝜋

4
− 0� = 1 − 0 − 𝜋𝜋

4
= 1 − 𝜋𝜋

4
. 

 
     Замечание. Площадь фигуры всегда неотрицательна. Если получился от-
рицательный ответ, надо искать ошибку.  
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I.2. Площадь сектора в полярных координатах 
Если сектор ограничен лучами  𝝋𝝋 = 𝝋𝝋𝟏𝟏, 𝝋𝝋 = 𝝋𝝋𝟐𝟐 и кривой  𝒓𝒓 = 𝒓𝒓(𝝋𝝋), то 

𝑺𝑺 =
𝟏𝟏
𝟐𝟐� 𝒓𝒓𝟐𝟐(𝝋𝝋)𝒅𝒅𝝋𝝋

𝝋𝝋𝟐𝟐

𝝋𝝋𝟏𝟏
 

     Задача 6. Найти площадь «трехлепестковой розы», то есть площадь фи-
гуры, ограниченной кривой  𝑟𝑟 = sin 3𝜑𝜑. 
Решение. Напомним, что точки кривой 𝑟𝑟(𝜑𝜑) = sin 3𝜑𝜑 будут находиться только 
на лучах 𝜑𝜑 = 𝜑𝜑0, на которых 𝑟𝑟(𝜑𝜑) ≥ 0. 
𝑟𝑟(𝜑𝜑) ≥ 0 ⟺ sin 3𝜑𝜑 ≥ 0 ⟺ 0 + 2𝜋𝜋𝑛𝑛 ≤ 3𝜑𝜑 ≤ 𝜋𝜋 + 2𝜋𝜋𝑛𝑛 ⟺ 2𝜋𝜋𝑛𝑛

3
≤ 𝜑𝜑 ≤ 𝜋𝜋

3
+ 2𝜋𝜋𝑛𝑛

3
 , 

𝑛𝑛 ∈ ℤ. В силу периодичности функции 𝑟𝑟(𝜑𝜑) = sin 3𝜑𝜑 достаточно рассмотреть 
𝑛𝑛 = 0,1,2. Кроме того, при каждом из этих  𝑛𝑛 мы получим одинаковые по 
площади «лепестки». Поэтому  

 𝑆𝑆 = 3 ∙ 1
2 ∫ sin2 3𝜑𝜑𝑑𝑑𝜑𝜑

𝜋𝜋
3
0 = 3

2
∙ 1
2 ∫ �1 − cos 6𝜑𝜑���

𝑇𝑇0=
2𝜋𝜋
6 =

𝜋𝜋
3

�𝑑𝑑𝜑𝜑
𝜋𝜋
3
0 = 3

4
∙ 𝜋𝜋
3

= 𝜋𝜋
4

.   

   Задача 7. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми  
𝑟𝑟1(𝜑𝜑) = 𝑎𝑎(1 − cos𝜑𝜑) – кардиоида  
𝑟𝑟2(𝜑𝜑) = 𝑎𝑎 – окружность  
вне кардиоиды. 
Решение. Нарисуйте «картинку» и убедитесь, что точки фигуры будут при 
−𝜋𝜋

2
≤ 𝜑𝜑 ≤ 𝜋𝜋

2
 . Поэтому 

𝑆𝑆 = 1
2 ∫ (𝑟𝑟22(𝜑𝜑) − 𝑟𝑟12(𝜑𝜑))𝑑𝑑𝜑𝜑

𝜋𝜋
2
−𝜋𝜋2

= 1
2 ∫ (𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎2(1 − cos𝜑𝜑)2)𝑑𝑑𝜑𝜑

𝜋𝜋
2
−𝜋𝜋2

=  

= 𝑎𝑎2

2 ∫ (1 − 1 + 2 cos𝜑𝜑 − cos2 𝜑𝜑)𝑑𝑑𝜑𝜑
𝜋𝜋
2
−𝜋𝜋2

=  

= 𝑎𝑎2

2 ∫ �2 cos𝜑𝜑 − 1
2
− 1

2
cos 2𝜑𝜑���
𝑇𝑇0=

2𝜋𝜋
2 =𝜋𝜋

�𝑑𝑑𝜑𝜑
𝜋𝜋
2
−𝜋𝜋2

=                                                                                         

= 𝑎𝑎2

2
∙ 2 ∙ 2 − 𝑎𝑎2

2
∙ 1
2
∙ 𝜋𝜋 − 0 = 2𝑎𝑎2 − 𝜋𝜋𝑎𝑎2

4
.   

 
     Задача 8. Найти площадь фигуры, ограниченной кардиоидой                                         
𝑟𝑟(𝜑𝜑) = 3(1 + sin𝜑𝜑). 
Решение. Заметим, что 𝑟𝑟(𝜑𝜑) = 3(1 + sin𝜑𝜑) ≥ 0  ∀𝜑𝜑 ∈ [−𝜋𝜋;𝜋𝜋]. Поэтому 
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𝑆𝑆 = 1
2 ∫ 9(1 + sin𝜑𝜑)2𝑑𝑑𝜑𝜑𝜋𝜋

−𝜋𝜋 = 9
2 ∫ �1 + 2 sin𝜑𝜑�

нечет

+ sin2 𝜑𝜑�𝑑𝑑𝜑𝜑𝜋𝜋
−𝜋𝜋 =                                       

= 9
2 ∫ �1 + 1

2
− 1

2
cos 2𝜑𝜑���
𝑇𝑇0=

2𝜋𝜋
2 =𝜋𝜋

�𝑑𝑑𝜑𝜑𝜋𝜋
−𝜋𝜋 = 9

2
∙ 3
2
∙ 2𝜋𝜋 = 27𝜋𝜋

2
 . 

 
I.3. Площадь фигуры, ограниченной кривой, заданной                           
параметрически 
Если кривая задана параметрически 

�
𝒙𝒙 = 𝒙𝒙(𝒕𝒕)
𝒚𝒚 = 𝒚𝒚(𝒕𝒕) ,  𝒚𝒚(𝒕𝒕) ≥ 𝟎𝟎,  𝒂𝒂 = 𝒙𝒙(𝒕𝒕𝟏𝟏),  𝒃𝒃 = 𝒙𝒙(𝒕𝒕𝟐𝟐), 

причем  𝒙𝒙 ∈ [𝒂𝒂;𝒃𝒃],  𝒕𝒕: 𝒕𝒕𝟏𝟏 → 𝒕𝒕𝟐𝟐.  Тогда площадь криволинейной трапеции 
между кривой и осью 𝑶𝑶𝒙𝒙 вычисляется по формуле 
𝑺𝑺 = ∫ 𝒚𝒚(𝒕𝒕)𝒙𝒙′(𝒕𝒕)𝒅𝒅𝒕𝒕𝒕𝒕𝟐𝟐

𝒕𝒕𝟏𝟏
. 

     Задача 9. Найти площадь эллипса  𝑥𝑥
2

𝑎𝑎2
+ 𝑦𝑦2

𝑏𝑏2
≤ 1. 

Решение. В этом случае и кривая, и фигура, ограниченная этой кривой назы-
ваются «эллипс». Параметрическое уравнение эллипса (кривой) имеет вид: 

�
𝑥𝑥 = 𝑎𝑎 cos 𝑡𝑡  ⟹ 𝑥𝑥′(𝑡𝑡) = −𝑎𝑎 sin 𝑡𝑡
𝑦𝑦 = 𝑏𝑏 sin 𝑡𝑡                                         
𝑡𝑡 ∈ [−𝜋𝜋;𝜋𝜋] .                                      

     

Заметим, что эллипс состоит из двух равных по площади половинок: верхней 
и нижней. Рассмотрим верхнюю. Точки верхней половинки получаются при 
𝑥𝑥 ∈ [−𝑎𝑎;𝑎𝑎]. Но  𝑥𝑥:−𝑎𝑎 → 𝑎𝑎  при  𝑡𝑡:𝜋𝜋 → 0 ! Поэтому 

𝑆𝑆 = 2∫ 𝑏𝑏 sin 𝑡𝑡 (−𝑎𝑎 sin 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡0
𝜋𝜋 = −2𝑎𝑎𝑏𝑏 ∫ sin2 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡0

𝜋𝜋 = −𝑎𝑎𝑏𝑏 ∫ �1 − cos 2𝑡𝑡���
𝑇𝑇0=

2𝜋𝜋
2 =𝜋𝜋

�𝑑𝑑𝑡𝑡0
𝜋𝜋 =             

= −𝑎𝑎𝑏𝑏(0 − 𝜋𝜋) = 𝜋𝜋𝑎𝑎𝑏𝑏. 
 
     Задача 10. Найти площадь астроиды (фигуры, ограниченной кривой, кото-
рая также называется астроидой) 

�
𝑥𝑥 = 𝑎𝑎 cos3 𝑡𝑡  ⟹ 𝑥𝑥′(𝑡𝑡) = −3𝑎𝑎 cos2 𝑡𝑡 sin 𝑡𝑡
𝑦𝑦 = 𝑎𝑎 sin3 𝑡𝑡                                                       
𝑡𝑡 ∈ [−𝜋𝜋;𝜋𝜋] .                                                      

  

Заметим, что астроида состоит из двух равных по площади половинок: верх-
ней и нижней. Рассмотрим верхнюю. Точки верхней половинки получаются 
при 𝑥𝑥 ∈ [−𝑎𝑎; 𝑎𝑎]. Но  𝑥𝑥:−𝑎𝑎 → 𝑎𝑎  при  𝑡𝑡:𝜋𝜋 → 0 ! Поэтому 
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𝑆𝑆 = 2∫ 𝑎𝑎 sin3 𝑡𝑡 (−3𝑎𝑎 cos2 𝑡𝑡 sin 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡0
𝜋𝜋 = −6𝑎𝑎2 ∫ sin4 𝑡𝑡 cos2 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡0

𝜋𝜋 =                                   

= −6𝑎𝑎2 ∫ sin2 𝑡𝑡 sin2 𝑡𝑡 cos2 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡0
𝜋𝜋 = −6𝑎𝑎2 ∫ 1−cos2𝑡𝑡

2
�sin 2𝑡𝑡

2
�
2
𝑑𝑑𝑡𝑡0

𝜋𝜋 =                                      

= −6𝑎𝑎2 ∙ 1
8 ∫ sin2 2𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡0

𝜋𝜋 + 6𝑎𝑎2 ∙ 1
8 ∫ sin2 2𝑡𝑡 cos 2𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡0

𝜋𝜋 =                                                       

= −3𝑎𝑎2

4
∙ 1
2 ∫ �1 − cos 4𝑡𝑡���

𝑇𝑇0=
2𝜋𝜋
4 =

𝜋𝜋
2

�𝑑𝑑𝑡𝑡0
𝜋𝜋 + 3𝑎𝑎2

4
∙ 1
2 ∫ sin2 2𝑡𝑡 𝑑𝑑 sin 2𝑡𝑡0

𝜋𝜋 =                                             

= −3𝑎𝑎2

4
∙ 1
2

(0 − 𝜋𝜋) + 0 + 3𝑎𝑎2

8
�sin

3 2𝑡𝑡
3

� �0𝜋𝜋 = 3𝜋𝜋𝑎𝑎2

8
+ 0 = 3𝜋𝜋𝑎𝑎2

8
 . 

 
     Задача 11. Найти площадь между первой аркой циклоиды  

�
𝑥𝑥 = 𝑡𝑡 − sin 𝑡𝑡 ⟹ 𝑥𝑥′(𝑡𝑡) = 1 − cos 𝑡𝑡
𝑦𝑦 = 1 − cos 𝑡𝑡                                       
𝑡𝑡 ∈ [0; 2𝜋𝜋]                                            

  

и прямой 𝑦𝑦 = 1
2
 . 

Решение. Найдем точки пересечения циклоиды и прямой: 

�
𝑦𝑦 = 1 − cos 𝑡𝑡
𝑦𝑦 = 1

2
                

𝑡𝑡 ∈ [0; 2𝜋𝜋]      
⟺ �

1 − cos 𝑡𝑡 = 1
2

𝑦𝑦 = 1
2
              

𝑡𝑡 ∈ [0; 2𝜋𝜋]   

⟺ �
cos 𝑡𝑡 = 1

2

𝑦𝑦 = 1
2
       

𝑡𝑡 ∈ [0; 2𝜋𝜋]

⟺ �
𝑡𝑡 = 𝜋𝜋

3
∨ 𝑡𝑡 = 5𝜋𝜋

3

𝑦𝑦 = 1
2
                

𝑡𝑡 ∈ [0; 2𝜋𝜋].     

     

𝑆𝑆 = ∫ (1 − cos 𝑡𝑡)(1 − cos 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡
5𝜋𝜋
3

𝜋𝜋
3

− 1
2
�5𝜋𝜋
3
− 𝜋𝜋

3
� =                                                                   

= ∫ (1 − 2 cos 𝑡𝑡 + cos2 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡
5𝜋𝜋
3

𝜋𝜋
3

− 1
2
∙ 4𝜋𝜋
3

=                                                                               

= ∫ �3
2
− 2 cos 𝑡𝑡 + 1

2
cos 2𝑡𝑡� 𝑑𝑑𝑡𝑡

5𝜋𝜋
3

𝜋𝜋
3

− 2𝜋𝜋
3

=                                                                                

= 3
2
�5𝜋𝜋
3
− 𝜋𝜋

3
� − 2 sin 𝑡𝑡 �

5𝜋𝜋
3
𝜋𝜋
3

+ 1
2
∙ 1
2

sin 2𝑡𝑡 �
5𝜋𝜋
3
𝜋𝜋
3
− 2𝜋𝜋

3
=                                                                          

= 3
2
∙ 4𝜋𝜋
3
− 2 �sin 5𝜋𝜋

3
− sin 𝜋𝜋

3
� + 1

4
�sin 10𝜋𝜋

3
− sin 2𝜋𝜋

3
� − 2𝜋𝜋

3
=                                                            

= 2𝜋𝜋 − 2 �− √3
2
− √3

2
� + 1

4
�−√3

2
− √3

2
� − 2𝜋𝜋

3
= 4𝜋𝜋

3
+ 2√3 − √3

4
= 4𝜋𝜋

3
+ 7√3

4
 . 

 
II. Длина кривой 
II.1. Длина кривой, заданной в виде 𝒚𝒚 = 𝒚𝒚(𝒙𝒙),   𝒙𝒙 ∈ [𝒂𝒂;𝒃𝒃] или                                  
𝒙𝒙 = 𝒙𝒙(𝒚𝒚),   𝒚𝒚 ∈ [𝒄𝒄;𝒅𝒅]: 
𝒍𝒍 = ∫ �𝟏𝟏 + (𝒚𝒚′)𝟐𝟐𝒃𝒃

𝒂𝒂      или    𝒍𝒍 = ∫ �𝟏𝟏 + (𝒙𝒙′)𝟐𝟐𝒅𝒅
𝒄𝒄 .  
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     Задача 1. Найти длину кривой  𝑦𝑦 = ln sin𝑥𝑥,   𝑥𝑥 ∈ �𝜋𝜋
3

; 2𝜋𝜋
3
�. 

Решение.  𝑦𝑦′ = 1
sin𝑥𝑥

∙ cos𝑥𝑥 = cos𝑥𝑥
sin𝑥𝑥

 ⟹ 

𝑙𝑙 = ∫ �1 + �cos𝑥𝑥
sin𝑥𝑥

�
22𝜋𝜋

3
𝜋𝜋
3

𝑑𝑑𝑥𝑥 = ∫ �sin2 𝑥𝑥+cos2 𝑥𝑥
sin2 𝑥𝑥

2𝜋𝜋
3

𝜋𝜋
3

𝑑𝑑𝑥𝑥 = ∫ 1
|sin 𝑥𝑥|

2𝜋𝜋
3

𝜋𝜋
3

𝑑𝑑𝑥𝑥 =   

так как  𝑥𝑥 ∈ �𝜋𝜋
3

; 2𝜋𝜋
3
� ⟹ sin𝑥𝑥 ≥ 0 ⟹ |sin 𝑥𝑥| = sin 𝑥𝑥 

= ∫ 1
sin𝑥𝑥

2𝜋𝜋
3

𝜋𝜋
3

𝑑𝑑𝑥𝑥 = ∫ 1
2sin𝑥𝑥2 cos

𝑥𝑥
2

2𝜋𝜋
3

𝜋𝜋
3

𝑑𝑑𝑥𝑥 = 1
2 ∫

sin2𝑥𝑥2+cos
2𝑥𝑥
2

sin𝑥𝑥2 cos
𝑥𝑥
2

2𝜋𝜋
3

𝜋𝜋
3

𝑑𝑑𝑥𝑥 =                                                    

= 1
2 ∫

sin2𝑥𝑥2
sin𝑥𝑥2 cos

𝑥𝑥
2

2𝜋𝜋
3

𝜋𝜋
3

𝑑𝑑𝑥𝑥 + 1
2 ∫

cos2𝑥𝑥2
sin𝑥𝑥2 cos

𝑥𝑥
2

2𝜋𝜋
3

𝜋𝜋
3

𝑑𝑑𝑥𝑥 = 1
2 ∫

sin𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑥𝑥

cos𝑥𝑥2

2𝜋𝜋
3

𝜋𝜋
3

+ 1
2 ∫

cos𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑥𝑥

sin𝑥𝑥2

2𝜋𝜋
3

𝜋𝜋
3

=                                    

= ∫
sin𝑥𝑥2𝑑𝑑

𝑥𝑥
2

cos𝑥𝑥2

2𝜋𝜋
3

𝜋𝜋
3

+ ∫
cos𝑥𝑥2𝑑𝑑

𝑥𝑥
2

sin𝑥𝑥2

2𝜋𝜋
3

𝜋𝜋
3

= −∫
𝑑𝑑 cos𝑥𝑥2
cos𝑥𝑥2

2𝜋𝜋
3

𝜋𝜋
3

+ ∫
𝑑𝑑 sin𝑥𝑥2
sin𝑥𝑥2

2𝜋𝜋
3

𝜋𝜋
3

=                                                            

= �− ln �cos 𝑥𝑥
2
� + ln �sin 𝑥𝑥

2
�� �

2𝜋𝜋
3
𝜋𝜋
3

= �ln �
sin𝑥𝑥2
cos𝑥𝑥2

�� �
2𝜋𝜋
3
𝜋𝜋
3

= �ln �tg 𝑥𝑥
2
�� �

2𝜋𝜋
3
𝜋𝜋
3

=                                      

= ln �tg 𝜋𝜋
3
� − ln �tg 𝜋𝜋

6
� = ln√3 − ln 1

√3
= ln√3 + ln√3 = 2 ln√3. 

     Задача 2. Найти длину части параболы 𝑦𝑦 = −𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥 от вершины до 
точки с координатами (2; 0). 
     Решение. Вершина параболы находится в точке с координатами            
𝑥𝑥0 = − 2

−2
= 1,  𝑦𝑦0 = 1,  и  𝑦𝑦′ = −2𝑥𝑥 + 2 ⟹    

𝑙𝑙 = ∫ �1 + (−2𝑥𝑥 + 2)2𝑑𝑑𝑥𝑥2
1 = ∫ �1 + (2𝑥𝑥 − 2)2𝑑𝑑𝑥𝑥2

1 =   
Рассмотрим сначала неопределенный интеграл 

∫�1 + (2𝑥𝑥 − 2)2𝑑𝑑𝑥𝑥 = �2𝑥𝑥−2=𝑡𝑡𝑑𝑑𝑥𝑥=12𝑑𝑑𝑡𝑡
� = 1

2 ∫√1 + 𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑡𝑡 =                                                           

= 1
2
𝑡𝑡√1 + 𝑡𝑡2 − 1

2 ∫ 𝑡𝑡𝑑𝑑√1 + 𝑡𝑡2 = 1
2
𝑡𝑡√1 + 𝑡𝑡2 − 1

2 ∫
𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑡𝑡
√1+𝑡𝑡2

=                                                    

= 1
2
𝑡𝑡√1 + 𝑡𝑡2 − 1

2 ∫
(𝑡𝑡2+1−1)𝑑𝑑𝑡𝑡

√1+𝑡𝑡2
= 1

2
𝑡𝑡√1 + 𝑡𝑡2 − 1

2 ∫
(𝑡𝑡2+1)𝑑𝑑𝑡𝑡
√1+𝑡𝑡2

+ 1
2 ∫

𝑑𝑑𝑡𝑡
√1+𝑡𝑡2

=                              

= 1
2
𝑡𝑡√1 + 𝑡𝑡2 − 1

2 ∫√1 + 𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑡𝑡 + 1
2 ∫

𝑑𝑑𝑡𝑡
√1+𝑡𝑡2

=                                                                          

= 1
2
𝑡𝑡√1 + 𝑡𝑡2 − 1

2 ∫√1 + 𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑡𝑡 + 1
2

ln�𝑡𝑡 + √1 + 𝑡𝑡2�. 
Получили уравнение относительно интеграла ⟹  
∫√1 + 𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑡𝑡 = 1

2
𝑡𝑡√1 + 𝑡𝑡2 + 1

2
ln�𝑡𝑡 + √1 + 𝑡𝑡2� + 𝐶𝐶, 𝐶𝐶 ∈ ℝ⟹  

∫�1 + (2𝑥𝑥 − 2)2𝑑𝑑𝑥𝑥 =                                                                                                           

= 1
4

(2𝑥𝑥 − 2)�1 + (−2𝑥𝑥 + 2)2 + 1
4

ln �2𝑥𝑥 − 2 + �1 + (−2𝑥𝑥 + 2)2� + 𝐶𝐶, 𝐶𝐶 ∈ ℝ.  
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= 1
4
�(2𝑥𝑥 − 2)�1 + (−2𝑥𝑥 + 2)2� �21 +                                                                                 

+ 1
4
�ln �2𝑥𝑥 − 2 + �1 + (−2𝑥𝑥 + 2)2�� �21 =                                                                            

= 1
4
∙ 2 ∙ √5 − 0 + 1

4
ln�2 + √5� − 1

4
ln 1 = √5

2
+ 1

4
ln�2 + √5�. 

 

     Замечание. Ответ √5
2
− 1

4
ln�√5 − 2� тоже верный. Почему? 

 
II.2. Длина кривой, заданной параметрически 
Если кривая задана параметрически 

�
𝒙𝒙 = 𝒙𝒙(𝒕𝒕)
𝒚𝒚 = 𝒚𝒚(𝒕𝒕)
𝒕𝒕 ∈ [𝒕𝒕𝟏𝟏; 𝒕𝒕𝟐𝟐]

   ⟹ 𝒍𝒍 = ∫ �(𝒙𝒙𝒕𝒕′)𝟐𝟐 + (𝒚𝒚𝒕𝒕′)𝟐𝟐𝒅𝒅𝒕𝒕
𝒕𝒕𝟐𝟐
𝒕𝒕𝟏𝟏

.    

     Задача 3. Найти длину кривой (астроиды) 

�
𝑥𝑥 = 𝑎𝑎 cos3 𝑡𝑡 
𝑦𝑦 = 𝑎𝑎 sin3 𝑡𝑡  
𝑡𝑡 ∈ [−𝜋𝜋;𝜋𝜋] .

 ⟹�
𝑥𝑥′(𝑡𝑡) = −3𝑎𝑎 cos2 𝑡𝑡 sin 𝑡𝑡 
𝑦𝑦′(𝑡𝑡) = 3𝑎𝑎 sin2 𝑡𝑡 cos 𝑡𝑡     
𝑡𝑡 ∈ [−𝜋𝜋;𝜋𝜋] .                        

 ⟹ 

𝑙𝑙 = ∫ √9𝑎𝑎2 cos4 𝑡𝑡 sin2 𝑡𝑡 + 9𝑎𝑎2 cos2 𝑡𝑡 sin4 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡𝜋𝜋
−𝜋𝜋 =                                                                 

= 3𝑎𝑎 ∫ �cos2 𝑡𝑡 sin2 𝑡𝑡 (cos2 𝑡𝑡 + sin2 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡𝜋𝜋
−𝜋𝜋 = 3𝑎𝑎 ∫ √cos2 𝑡𝑡 sin2 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡𝜋𝜋

−𝜋𝜋 =                            

= 3𝑎𝑎 ∫ �1
4

sin2 2𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡𝜋𝜋
−𝜋𝜋 = 3𝑎𝑎

2 ∫ √sin2 2𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡𝜋𝜋
−𝜋𝜋 = 3𝑎𝑎

2 ∫ |sin 2𝑡𝑡|𝑑𝑑𝑡𝑡𝜋𝜋
−𝜋𝜋 =  

     Заметим, что астроида состоит из четырех кусочков одинаковой длины, 
причем, для того, который расположен в первом октанте выполняется усло-
вие  sin 2𝑡𝑡 ≥ 0 ⟹ |sin 2𝑡𝑡| = sin 2𝑡𝑡   ∀𝑡𝑡 ∈ �0; 𝜋𝜋

2
�. 

= 4 ∙ 3𝑎𝑎
2 ∫ sin 2𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡

𝜋𝜋
2
0 = 6𝑎𝑎 ∙ �− 1

2
� cos 2𝑥𝑥 �

𝜋𝜋
2
0 = −3𝑎𝑎(−1 − 1) = 6𝑎𝑎.   

     Задача 4. Найти длину кривой (циклоида), заданной условиями  

�
𝑥𝑥 = 𝑡𝑡 − sin 𝑡𝑡 
𝑦𝑦 = 1 − cos 𝑡𝑡  
𝑡𝑡 ∈ [0; 2𝜋𝜋] .

 ⟹ �
𝑥𝑥′(𝑡𝑡) = 1 − cos 𝑡𝑡 
𝑦𝑦′(𝑡𝑡) = sin 𝑡𝑡          
𝑡𝑡 ∈ [0; 2𝜋𝜋] .           

 ⟹ 

 
𝑙𝑙 = ∫ �(1 − cos 𝑡𝑡)2 + (sin 𝑡𝑡)2𝑑𝑑𝑡𝑡2𝜋𝜋

0 = ∫ √2 − 2 cos 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡2𝜋𝜋
0 =                                               

= ∫ �2(1 − cos 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡2𝜋𝜋
0 = ∫ �2 ∙ 2 sin2 𝑡𝑡

2
𝑑𝑑𝑡𝑡2𝜋𝜋

0 = 2∫ �sin 𝑡𝑡
2
� 𝑑𝑑𝑡𝑡2𝜋𝜋

0 =                                         

при  𝑡𝑡 ∈ [0; 2𝜋𝜋]  аргумент 𝑡𝑡
2
∈ [0;𝜋𝜋] ⟹ sin 𝑡𝑡

2
≥ 0 ⟹ �sin 𝑡𝑡

2
� = sin 𝑡𝑡

2
 , 

= 2∫ sin 𝑡𝑡
2
𝑑𝑑𝑡𝑡2𝜋𝜋

0 = 2(−2) cos 𝑡𝑡
2
�2𝜋𝜋0 = −4(−1 − 1) = 8 .   
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     Задача 5. Найти длину кривой, заданной условиями  

�
𝑥𝑥 = 𝑒𝑒𝑡𝑡 cos 𝑡𝑡 
𝑦𝑦 = 𝑒𝑒𝑡𝑡 sin 𝑡𝑡  
𝑡𝑡 ∈ [0; 1] .

 ⟹ �
𝑥𝑥′(𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑡𝑡 cos 𝑡𝑡 − 𝑒𝑒𝑡𝑡 sin 𝑡𝑡         
𝑦𝑦′(𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑡𝑡 sin 𝑡𝑡 + 𝑒𝑒𝑡𝑡 cos 𝑡𝑡          

𝑡𝑡 ∈ [0; 1] .           
 ⟹ 

 
𝑙𝑙 = ∫ �(𝑒𝑒𝑡𝑡 cos 𝑡𝑡 − 𝑒𝑒𝑡𝑡 sin 𝑡𝑡)2 + (𝑒𝑒𝑡𝑡 sin 𝑡𝑡 + 𝑒𝑒𝑡𝑡 cos 𝑡𝑡)2𝑑𝑑𝑡𝑡1

0 =                                                   

= ∫ �𝑒𝑒2𝑡𝑡(cos2 𝑡𝑡 − 2 cos 𝑡𝑡 sin 𝑡𝑡 + sin2 𝑡𝑡 + cos2 𝑡𝑡 + 2 cos 𝑡𝑡 sin 𝑡𝑡 + sin2 𝑡𝑡)  𝑑𝑑𝑡𝑡1
0 =               

= ∫ √𝑒𝑒2𝑡𝑡 ∙ 2  𝑑𝑑𝑡𝑡1
0 = √2𝑒𝑒𝑡𝑡�10 = √2(𝑒𝑒1 − 𝑒𝑒0) = √2(𝑒𝑒 − 1). 

 
II.3. Длина кривой, заданной в полярных координатах 
Если кривая задана в полярных координатах  𝒓𝒓 = 𝒓𝒓(𝝋𝝋),  𝝋𝝋 ∈ [𝝋𝝋𝟏𝟏;𝝋𝝋𝟐𝟐] то 

𝒍𝒍 = � �𝒓𝒓𝟐𝟐 + 𝒓𝒓′𝟐𝟐𝒅𝒅𝝋𝝋
𝝋𝝋𝟐𝟐

𝝋𝝋𝟏𝟏
 

     Задача 6. Найти длину кривой, заданной условиями 

�𝑟𝑟 = √2𝑒𝑒𝜑𝜑
𝜑𝜑 ∈ [0;𝜋𝜋]   ⟹ 𝑟𝑟′ = √2𝑒𝑒𝜑𝜑  ⟹ 

𝑙𝑙 = ∫ ��√2𝑒𝑒𝜑𝜑�
2

+ �√2𝑒𝑒𝜑𝜑�
2
𝑑𝑑𝑡𝑡𝜋𝜋

0 = ∫ √4𝑒𝑒2𝜑𝜑𝑑𝑑𝑡𝑡𝜋𝜋
0 = 2∫ 𝑒𝑒𝜑𝜑𝑑𝑑𝑡𝑡𝜋𝜋

0 = 2𝑒𝑒𝜑𝜑�𝜋𝜋0 =                          

= 2(𝑒𝑒𝜋𝜋 − 1). 
 
     Задача 7. Найти длину кривой, заданной условием  𝑟𝑟 = √2 sin𝜑𝜑. 
Так как sin𝜑𝜑 – периодическая функция, то достаточно рассмотреть                              
𝜑𝜑 ∈ [0; 2𝜋𝜋] и тогда  sin𝜑𝜑 ≥ 0 ⟺∈ [0;𝜋𝜋].   
𝑟𝑟′ = √2 cos𝜑𝜑  ⟹ 

𝑙𝑙 = ∫ ��√2 sin𝜑𝜑�
2

+ �√2 cos𝜑𝜑�
2
𝑑𝑑𝑡𝑡𝜋𝜋

0 = ∫ √2𝑑𝑑𝑡𝑡𝜋𝜋
0 = √2𝜋𝜋.  

     Задача 8. Найти длину кривой, заданной условием  𝑟𝑟 = 𝑎𝑎(1 + cos𝜑𝜑) (кар-
диоида). 
Так как sin𝜑𝜑 – периодическая функция, то достаточно рассмотреть                              
𝜑𝜑 ∈ [−𝜋𝜋;𝜋𝜋].    
𝑟𝑟′ = −𝑎𝑎 sin𝜑𝜑  ⟹ 𝑙𝑙 = ∫ �𝑎𝑎2(1 + cos𝜑𝜑)2 + 𝑎𝑎2(− sin𝜑𝜑)2𝑑𝑑𝑡𝑡𝜋𝜋

−𝜋𝜋 =  
так как под знаком интеграла стоит четная функция, то  
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 = 2∫ �𝑎𝑎2(1 + cos𝜑𝜑)2 + 𝑎𝑎2(− sin𝜑𝜑)2𝑑𝑑𝑡𝑡𝜋𝜋
0 = 2𝑎𝑎 ∫ �2(1 + cos𝜑𝜑)𝑑𝑑𝑡𝑡𝜋𝜋

0 =                       

= 2𝑎𝑎 ∫ �2 ∙ 2 cos2 𝜑𝜑
2

)𝑑𝑑𝑡𝑡𝜋𝜋
0 = 4𝑎𝑎 ∫ �cos𝜑𝜑

2
� 𝑑𝑑𝑡𝑡𝜋𝜋

0 = 4𝑎𝑎 ∫ cos𝜑𝜑
2
𝑑𝑑𝑡𝑡𝜋𝜋

0 =                                        

= 4𝑎𝑎 ∙ 2 sin𝜑𝜑
2
�𝜋𝜋0 = 8𝑎𝑎(1 − 0) = 8𝑎𝑎. 

 
III. Объемы тел вращения 
Объем тела вращения, полученного вращением вокруг оси 𝑶𝑶𝒙𝒙  или оси 𝑶𝑶𝒚𝒚  
криволинейной трапеции, ограниченной кривыми   𝒚𝒚 = 𝒚𝒚(𝒙𝒙) ≥ 𝟎𝟎, 𝒚𝒚 = 𝟎𝟎,  
𝒙𝒙 = 𝒂𝒂,  𝒙𝒙 = 𝒃𝒃, 𝟎𝟎 ≤ 𝒂𝒂 < 𝒃𝒃   вычисляется по формуле 
𝑽𝑽𝒙𝒙 = 𝝅𝝅∫ 𝒚𝒚𝟐𝟐(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝒙𝒙𝒃𝒃

𝒂𝒂    и    𝑽𝑽𝒚𝒚 = 𝟐𝟐𝝅𝝅∫ 𝒙𝒙𝒚𝒚(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝒙𝒙𝒃𝒃
𝒂𝒂 .     

 
     Замечание. Если функция  𝑦𝑦 = 𝑦𝑦(𝑥𝑥) не удовлетворяет условию 𝑦𝑦(𝑥𝑥) ≥ 0, 
следует рассматривать функцию |𝑦𝑦(𝑥𝑥)|. 
     Замечание. Во всех следующих задачах, конечно, нужно нарисовать «кар-
тинки». 
     Задача 9. Найти 𝑉𝑉𝑥𝑥  и 𝑉𝑉𝑦𝑦, полученные вращением криволинейной трапеции, 
ограниченной кривыми  𝑥𝑥𝑦𝑦 = 6, 𝑥𝑥 = 1,  𝑥𝑥 = 4,  𝑦𝑦 = 0. 

𝑉𝑉𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 ∫ �6
𝑥𝑥
�
2
𝑑𝑑𝑥𝑥4

1 = 𝜋𝜋 ∙ 36 �− 1
𝑥𝑥
� �41 = 36𝜋𝜋 �− 1

4
+ 1� = 27𝜋𝜋.  

𝑉𝑉𝑦𝑦 = 2𝜋𝜋 ∫ 𝑥𝑥 ∙ 6
𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑥𝑥4

1 = 2𝜋𝜋 ∙ 3 ∙ 6 = 36𝜋𝜋.  
     Задача 10. Найти 𝑉𝑉𝑥𝑥, полученный вращением криволинейной трапеции, 
ограниченной кривыми  𝑦𝑦 = 𝑥𝑥3, 𝑥𝑥 ≥ 0,  𝑥𝑥 = 0,  𝑦𝑦 = 8. 
Кривые 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥3  и  = 8  пересекаются при  𝑥𝑥 = 2. 
𝑉𝑉𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 ∫ 82𝑑𝑑𝑥𝑥2

0 − 𝜋𝜋 ∫ (𝑥𝑥3)2𝑑𝑑𝑥𝑥2
0 = 𝜋𝜋 ∫ (82 − (𝑥𝑥3)2)𝑑𝑑𝑥𝑥2

0 = 𝜋𝜋 ∫ (64 − 𝑥𝑥6)𝑑𝑑𝑥𝑥2
0 =                  

= 𝜋𝜋 ∙ 64 ∙ 2 − 𝜋𝜋 ∙ 𝑥𝑥
7

7
�20 = 128𝜋𝜋 − 128𝜋𝜋

7
= 768𝜋𝜋

7
. 

     Задача 11. Найти 𝑉𝑉𝑦𝑦, полученный вращением криволинейной трапеции, 

ограниченной кривыми  𝑦𝑦 = 2
1+𝑥𝑥2

, 𝑥𝑥 = 0,  𝑥𝑥 = 1,  𝑦𝑦 = 0. 

𝑉𝑉𝑦𝑦 = 2𝜋𝜋 ∫ 𝑥𝑥 ∙ 2
1+𝑥𝑥2

𝑑𝑑𝑥𝑥1
0 = 2𝜋𝜋 ∫ 𝑑𝑑(1+𝑥𝑥2)

1+𝑥𝑥2
1
0 = 2𝜋𝜋 ln(1 + 𝑥𝑥2) �10 = 2𝜋𝜋(ln 2 − ln 1) =                

= 2𝜋𝜋 ln 2. 
     Задача 12. Найти 𝑉𝑉𝑥𝑥, полученный вращением криволинейной трапеции, 
ограниченной кривыми  𝑦𝑦 = √𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥, 𝑥𝑥 = 0,  𝑥𝑥 = ln 2,  𝑦𝑦 = 0. 

𝑉𝑉𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 ∫ �√𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥�
2
𝑑𝑑𝑥𝑥ln2

0 = 𝜋𝜋 ∫ 𝑥𝑥𝑒𝑒2𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥ln2
0 = 𝜋𝜋 ∙ 1

2 ∫ 𝑥𝑥𝑑𝑑𝑒𝑒2𝑥𝑥ln2
0 =                                           

= 𝜋𝜋
2
𝑥𝑥𝑒𝑒2𝑥𝑥�ln 20 − 𝜋𝜋

2 ∫ 𝑒𝑒2𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥ln2
0 = 𝜋𝜋

2
∙ ln 2 ∙ 𝑒𝑒2 ln 2 − 𝜋𝜋

2
∙ 1
2
𝑒𝑒2𝑥𝑥�ln 20 =                                           

= 𝜋𝜋
2
∙ ln 2 ∙ 4 − 𝜋𝜋

4
�𝑒𝑒2 ln 2 − 1� = 2𝜋𝜋 ln 2 − 𝜋𝜋

4
∙ 3 = 2𝜋𝜋 ln 2 − 3𝜋𝜋

4
. 
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     Задача 13. Найти 𝑉𝑉𝑥𝑥  и 𝑉𝑉𝑦𝑦, полученные вращением криволинейной трапе-
ции, ограниченной кривыми  𝑦𝑦 = 2 sin 𝑥𝑥, 0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝜋𝜋,  𝑦𝑦 = 0. 

𝑉𝑉𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 ∫ (2 sin𝑥𝑥)2𝑑𝑑𝑥𝑥𝜋𝜋
0 = 𝜋𝜋 ∙ 4 ∙ 1

2 ∫ �1 − cos 2𝑥𝑥���
𝑇𝑇0=

2𝜋𝜋
2 =𝜋𝜋

�𝑑𝑑𝑥𝑥𝜋𝜋
0 = 2𝜋𝜋 ∙ 𝜋𝜋 − 0 = 2𝜋𝜋2.  

𝑉𝑉𝑦𝑦 = 2𝜋𝜋 ∫ 𝑥𝑥 ∙ 2 sin𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥𝜋𝜋
0 = −4𝜋𝜋∫ 𝑥𝑥𝑑𝑑 cos𝑥𝑥𝜋𝜋

0 = −4𝜋𝜋𝑥𝑥 cos𝑥𝑥 �𝜋𝜋0 + 4𝜋𝜋 ∫ cos𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥𝜋𝜋
0 =            

= −4𝜋𝜋(𝜋𝜋 ∙ (−1)− 0) + 4𝜋𝜋 sin𝑥𝑥 �𝜋𝜋0 = 4𝜋𝜋2. 

     Задача 14. Найти 𝑉𝑉𝑥𝑥, полученный вращением эллипса  𝑥𝑥
2

𝑎𝑎2
+ 𝑦𝑦2

𝑏𝑏2
= 1. 

𝑉𝑉𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 ∫ (𝑦𝑦(𝑥𝑥))2𝑑𝑑𝑥𝑥𝑎𝑎
−𝑎𝑎 = 𝜋𝜋 ∫ �𝑏𝑏2 − 𝑏𝑏2

𝑎𝑎2
∙ 𝑥𝑥2� 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑎𝑎

−𝑎𝑎 = 2𝜋𝜋∫ �𝑏𝑏2 − 𝑏𝑏2

𝑎𝑎2
∙ 𝑥𝑥2� 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑎𝑎

0 =                    

= 2𝜋𝜋 ∙ 𝑏𝑏2 ∙ 𝑎𝑎 − 2𝜋𝜋 ∙ 𝑏𝑏
2

𝑎𝑎2
∙ 𝑥𝑥

3

3
�𝑎𝑎0 = 2𝜋𝜋𝑎𝑎𝑏𝑏2 − 2𝜋𝜋 ∙ 𝑏𝑏

2

𝑎𝑎2
∙ 𝑎𝑎

3

3
= 2𝜋𝜋𝑎𝑎𝑏𝑏2 − 2𝜋𝜋𝑎𝑎𝑏𝑏2

3
=                            

= 4
3
𝜋𝜋𝑎𝑎𝑏𝑏2. 

     Задача 15. Найти 𝑉𝑉𝑥𝑥, полученный вращением циклоиды 

�
𝑥𝑥 = 𝑎𝑎(𝑡𝑡 − sin 𝑡𝑡) ⟹ 𝑥𝑥′(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎(1 − cos 𝑡𝑡)
𝑦𝑦 = 𝑎𝑎(1− cos 𝑡𝑡)                                              
𝑡𝑡 ∈ [0; 2𝜋𝜋]                                                          

  

𝑉𝑉𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 ∫ (𝑦𝑦(𝑥𝑥))2𝑑𝑑𝑥𝑥𝑏𝑏
𝑎𝑎 = 𝜋𝜋 ∫ 𝑦𝑦2�𝑥𝑥(𝑡𝑡)�𝑑𝑑𝑥𝑥(𝑡𝑡)𝛽𝛽

𝛼𝛼 = 𝜋𝜋 ∫ 𝑦𝑦2�𝑥𝑥(𝑡𝑡)�𝑥𝑥′(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡𝛽𝛽
𝛼𝛼 .  

𝑉𝑉𝑥𝑥 = 𝜋𝜋 ∫ �𝑎𝑎(1 − cos 𝑡𝑡)�
2 ∙ 𝑎𝑎(1 − cos 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡2𝜋𝜋

0 = 𝜋𝜋𝑎𝑎3 ∫ (1 − cos 𝑡𝑡)3𝑑𝑑𝑡𝑡2𝜋𝜋
0 =                           

= 𝜋𝜋𝑎𝑎3 ∫ �1 − 3 cos 𝑡𝑡���
𝑇𝑇0=2𝜋𝜋

+ 3 cos2 𝑡𝑡 − cos3 𝑡𝑡�2𝜋𝜋
0 𝑑𝑑𝑡𝑡 =                                                                                                                           

= 𝜋𝜋𝑎𝑎3 ∙ 2𝜋𝜋 − 0 + 𝜋𝜋𝑎𝑎3 ∙ 3
2 ∫ �1 + cos 2𝑡𝑡���

𝑇𝑇0=𝜋𝜋
�𝑑𝑑𝑡𝑡2𝜋𝜋

0 − 𝜋𝜋𝑎𝑎3 ∫ cos2 𝑡𝑡 cos 𝑡𝑡2𝜋𝜋
0 𝑑𝑑𝑡𝑡 =                             

= 2𝜋𝜋2𝑎𝑎3 + 𝜋𝜋𝑎𝑎3 ∙ 3
2
∙ 2𝜋𝜋 + 0 − 𝜋𝜋𝑎𝑎3 ∫ cos2 𝑡𝑡2𝜋𝜋

0 𝑑𝑑 sin 𝑡𝑡 =                                                         

= 2𝜋𝜋2𝑎𝑎3 + 3𝜋𝜋2𝑎𝑎3 − 𝜋𝜋𝑎𝑎3 ∫ (1 − sin2 𝑡𝑡)2𝜋𝜋
0 𝑑𝑑 sin 𝑡𝑡 =                                                              

= 5𝜋𝜋2𝑎𝑎3 − 𝜋𝜋𝑎𝑎3 �sin 𝑡𝑡 − sin3 𝑡𝑡
3
� �2𝜋𝜋0 = 5𝜋𝜋2𝑎𝑎3.     

 
ПРИМЕНЕНИЕ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА                                     
В ХИМИЧЕСКИХ ЗАДАЧАХ          
 
Теплота, расходуемая на нагревание образца 
     Пусть 𝑄𝑄(𝑡𝑡)  –  количество теплоты, необходимое для нагревания некоторого 
вещества до температуры  𝑡𝑡. Тогда  ∆𝑄𝑄(𝑡𝑡) = 𝑄𝑄(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡)− 𝑄𝑄(𝑡𝑡)  –  количество 
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теплоты, которое необходимо для того, чтобы нагреть вещество от темпера-
туры  𝑡𝑡 до температуры  𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡. Величину ∆𝑄𝑄

∆𝑡𝑡
  в этом случае называют средней 

теплоемкостью, а  lim
∆𝑡𝑡→0

∆𝑄𝑄
∆𝑡𝑡

= 𝑑𝑑𝑄𝑄
𝑑𝑑𝑡𝑡

 – удельной теплоемкостью некоторого веще-

ства и обозначают  𝐶𝐶𝑝𝑝(𝑡𝑡), то есть  𝑑𝑑𝑄𝑄
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝐶𝐶𝑝𝑝(𝑡𝑡), или 
𝑑𝑑𝑄𝑄 = 𝐶𝐶𝑝𝑝(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡                                     (1) 

 
     Задача. Определить количество теплоты, необходимое для того, чтобы 
нагреть 𝑎𝑎 кг железа, имеющего температуру  20℃, до 100℃, если теплоем-
кость железа в области температур от 0℃  до  200℃ описывается формулой 

𝐶𝐶𝑝𝑝(𝑡𝑡) = 0,1053 + 0,000142𝑡𝑡 
     Решение. Из уравнения (1) определим количество теплоты, необходимое 
для нагрева 1 кг железа от  20℃ до 100℃: 
𝑄𝑄 = ∫ (0,1053 + 0,00142𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡100

20 = (0,1053𝑡𝑡 + 0,000071𝑡𝑡2)�10020 = 9,106 ккал. 
Для  𝑎𝑎 кг железа искомое количество теплоты равно  9,106𝑎𝑎 ккал.       
 
Температура водородного пламени              
     Задача. Рассчитать максимальную температуру, которая может быть до-
стигнута при горении стехиометрической смеси водорода и кислорода, если 
известно, что теплота горения водорода при нормальных условиях составляет   
57,8 ккал ∙ моль−1, а удельная теплоемкость водородно-кислородной смеси  
𝐶𝐶𝑝𝑝 (кал ∙ г−1 ∙ град−1)зависит от температуры следующим образом: 

𝐶𝐶𝑝𝑝(𝑡𝑡) = 0,375 + 5 ∙ 10−5𝑡𝑡. 
     Решение. Температура водяного пара, образующегося при сгорании водо-
родно-кислородной смеси, будет максимальна в том случае, если вся выделя-
ющаяся теплота пойдет на нагрев продуктов реакции. Количество теплоты   
𝑑𝑑𝑄𝑄, необходимое для изменения температуры водяного пара на  𝑑𝑑𝑡𝑡, определя-
ется соотношением 

𝑑𝑑𝑄𝑄 = 𝐶𝐶𝑝𝑝(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡 
     Это простейшее дифференциальное уравнение с разделяющимися перемен-
ными. Интегрируя его от 𝑡𝑡0 (начальная температура, соответствующая нор-
мальным условиям, то есть  25℃) до 𝑡𝑡 (искомая конечная температура), полу-
чаем 

𝑄𝑄 = ∫ 𝐶𝐶𝑝𝑝(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑡𝑡0

  

где  𝑄𝑄 = 57,8∙103

18
 – количество теплоты, выделяющейся при горении смеси. 

     Отсюда 
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57,8∙103

18
= 0,375(𝑡𝑡 − 25) + 5∙10−5

2
(𝑡𝑡2 − 252)  

или 
45 ∙ 10−5𝑡𝑡2 + 6,714𝑡𝑡 − 37968 = 0. 

     Из двух корней этого уравнения только один положительный, так как сво-
бодный член уравнения отрицательный, и, значит, произведение корней отри-
цательно. Значение этого корня и определяет максимальную температуру, ко-
торая может быть достигнута при горении. На практике температура водород-
ного пламени ниже рассчитанной, так как часть выделившейся теплоты расхо-
дуется на работу по расширению газов. 
 
Закон Бугера – Ламберта – Бера  
     Пусть пучок света интенсивностью 𝐼𝐼0 проходит через слой раствора, содер-
жащего поглощающее вещество с концентрацией  𝑐𝑐. Тогда в результате опти-
ческого поглощения интенсивность всего потока уменьшится, причем умень-
шение интенсивности ∆𝐼𝐼  при прохождении через слой толщиной ∆𝑥𝑥 пропор-
ционально произведению толщины этого слоя, концентрации поглощающего 
вещества и интенсивности света, то есть 

∆𝐼𝐼 = 𝛼𝛼𝑐𝑐𝐼𝐼∆𝑥𝑥                                     (2) 
где 𝛼𝛼 > 0  –  коэффициент поглощения. 
     Исходя из свойства оптического поглощения, можно получить зависимость 
между интенсивностью светового потока 𝐼𝐼0 на входе в кювету с поглощающим 
раствором и интенсивностью светового потока  𝐼𝐼 на выходе. Для этого посту-
пим следующим образом. 
     Обозначим через ∆𝐼𝐼  уменьшение интенсивности светового потока, прохо-
дящего через слой толщиной  ∆𝑥𝑥, то есть 

∆𝐼𝐼 ∶≔ 𝐼𝐼(𝑥𝑥 + ∆𝑥𝑥)− 𝐼𝐼(𝑥𝑥) < 0, 
где ∆𝐼𝐼  определяется по формуле (2). 
     Равенство (2) можно записать в дифференциальной форме, учитывая, учи-
тывая, что коэффициент поглощения  𝛼𝛼 > 0: 

𝑑𝑑𝐼𝐼 = −𝛼𝛼𝑐𝑐𝐼𝐼𝑑𝑑𝑥𝑥. 
     Если считать, что образец раствора гомогенен и концентрация  𝑐𝑐 не зависит 
от  𝑐𝑐, то последнее равенство можно переписать в виде 

𝑑𝑑𝐼𝐼
𝐼𝐼

= −𝛼𝛼𝑐𝑐𝑑𝑑𝑥𝑥 ⟺ 𝑑𝑑(ln 𝐼𝐼) = −𝛼𝛼𝑐𝑐𝑑𝑑𝑥𝑥  
то есть получено простейшее дифференциальное уравнение с разделяющи-
мися переменными. 
     Интегрируя это уравнение с учетом, что толщина кюветы равна  𝑙𝑙, 
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� 𝑑𝑑(ln 𝐼𝐼)
𝐼𝐼(𝑙𝑙)

𝐼𝐼0
= −� 𝛼𝛼𝑐𝑐𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑙𝑙

0
 

получаем соотношение 
𝐼𝐼(𝑙𝑙) = 𝐼𝐼0𝑒𝑒−𝛼𝛼𝑐𝑐𝑙𝑙,                                     

которое является аналитическим выражением закона Бугера – Ламберта – 
Бера, определяющим величину оптического поглощения в образце конечной 
толщины.  
     Задача. С учетом закона Бугера – Ламберта – Бера найти выражение для 
оптической плотности   𝐷𝐷 ∶≔ lg 𝐼𝐼0

𝐼𝐼
. 

     Решение. Логарифмируя уравнение  𝐼𝐼(𝑙𝑙) = 𝐼𝐼0𝑒𝑒−𝛼𝛼𝑐𝑐𝑙𝑙, получаем 
ln 𝐼𝐼(𝑙𝑙) = ln 𝐼𝐼0 − 𝛼𝛼𝑐𝑐𝑙𝑙   или   ln 𝐼𝐼0

𝐼𝐼
= 𝛼𝛼𝑐𝑐𝑙𝑙. 

Введя величину 𝐷𝐷 ∶≔ lg 𝐼𝐼0
𝐼𝐼
  (традиционная характеристика оптического погло-

щения), получаем следующую простую запись для закона Бугера – Ламберта 
– Бера: 

𝐷𝐷 = 𝜀𝜀𝑐𝑐𝑙𝑙, 
где  𝜀𝜀 ∶≔ 𝛼𝛼

2,303
  –  коэффициент экстинкции, который характеризует поглоща-

ющую способность данного вещества на данной длине волны. 
     Закон Бугера – Ламберта – Бера широко используется при спектрофотомет-
рическом определении содержания химических веществ в растворах. 
      
 
                                                  
 
 

 


