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�åêîìåíäîâàíî ìåòîäè÷åñêîé êîìèññèåé õèìè÷åñêîãî �àêóëüòåòà è êà-

�åäðîé ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî �àêóëüòåòà

Ì�Ó èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà â êà÷åñòâå ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ äëÿ ñòóäåíòîâ



Ââåäåíèå

Â ñîâðåìåííîì ìèðå êîìïüþòåðíûå òåõíîëîãèè âíåäðåíû ïðàêòè÷åñêè âî âñå íàó÷íûå

è ïðèêëàäíûå èññëåäîâàíèÿ. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî âûçûâàåò áóðíîå ðàçâèòèå ìàòåìà-

òè÷åñêèõ äèñöèïëèí, ïîñêîëüêó ìíîãèå èç ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí èìåþò âàæíîå

ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå è ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé.

Äëÿ ïðàâèëüíîãî è ý��åêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ìíîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîãðàìì

òðåáóåòñÿ óìåíèå ñ�îðìóëèðîâàòü çàäà÷è, âîçíèêàþùèå â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ ìà-

òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ, âûáðàòü ïîäõîäÿùèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ,

îñìûñëèòü ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ äîñòàòî÷íûé óðîâåíü ìàòåìà-

òè÷åñêîé ïîäãîòîâêè.

Â ñåðèè ìåòîäè÷åñêèõ ðàçðàáîòîê ¾ìàòåìàòèêà äëÿ ñîâðåìåííîé õèìèè¿ â ðàìêàõ

ïðîåêòà ¾Ìåæäèñöèïëèíàðíûå íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíûå øêîëû Ì�Ó¿ ðàññìàòðèâàþò-

ñÿ âîïðîñû, óñâîåíèå êîòîðûõ ñïîñîáñòâóåò ïîâûøåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóðû ó÷à-

ùèõñÿ, ðàçâèòèþ èõ ïðî�åññèîíàëüíûõ êîìïåòåíöèé. Âûáîð òåì ðàçðàáîòîê íå ñëó÷à-

åí. Îí îñíîâàí íà ìåòîäè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ êà�åäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, íà

ó÷¼òå ìíåíèé êà�åäð õèìè÷åñêîãî �àêóëüòåòà, íà àíàëèçå ðåçóëüòàòîâ ýêçàìåíîâ.

Âàæíàÿ öåëü ýòèõ ðàçðàáîòîê � îáëåã÷èòü ñàìîñòîÿòåëüíóþ ðàáîòó ñòóäåíòîâ è ñïî-

ñîáñòâîâàòü óñïåøíîé ñäà÷å ýêçàìåíîâ è çà÷¼òîâ. Â ýòîì ïîñîáèè ñîäåðæèòñÿ ìàòåðèàë,

îòíîñÿùèéñÿ ê êóðñó ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ÷èòàåìîìó ñòóäåíòàì âòîðîãî êóðñà õè-

ìè÷åñêîãî �àêóëüòåòà Ì�Ó.
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�ëàâà 1

Ïðåäåëüíûå öèêëû

Ìàòåðèàë ýòîãî ïàðàãðà�à òðóäíûé. Îí áóäåò èñïîëüçîâàí ïðè èçó÷åíèè êîëåáàòåëü-

íûõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé. Ïðè ïåðâîíà÷àëüíîì èçó÷åíèè êóðñà åãî ìîæíî ïðîïóñòèòü.

Ïðèìåð 1.1. �åøèòå ñèñòåìó

{

dx
dt

= y + x [1− (x2 + y2)] ,
dy
dt

= −x+ y [1− (x2 + y2)] .

�åøåíèå. Ïåðåéä¼ì ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïî �îðìóëàì x = r cosϕ, y = r sinϕ.
Òîãäà ṙ =

(

(x2 + y2)1/2
)′

= xẋ+yẏ
r

= r(1−r2). À ïðîèçâîäíóþ ïî ϕ ëåãêî íàõîäèì, íàïðè-

ìåð, èç �îðìóëû x = r cosϕ. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ ñèñòåìà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

çàïèøåòñÿ â âèäå

{

dr
dt

= r(1− r2),
dϕ
dt

= −1,

ðåøàÿ êîòîðóþ íàõîäèì r = 1 è

{

r = 1√
1+Ce2(t−t0)

,

ϕ = −(t− t0).

Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ýòî ðàâíîñèëüíî äâóì ðåøåíèÿì: x = cos(t − t0), y =
− sin(t− t0) è







x = cos(t−t0)√
1+Ce2(t−t0)

,

y = − sin(t−t0)√
1+Ce2(t−t0)

.

Ïåðâîå ðåøåíèå � òðàåêòîðèÿ x2+y2 = 1. Îíà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé òðàåêòîðèåé. Äðóãèå
�àçîâûå òðàåêòîðèè ïðè C > 0 íàêðó÷èâàþòñÿ ïðè t → +∞ íà äàííóþ çàìêíóòóþ

òðàåêòîðèþ èçíóòðè, à ïðè −1 < C < 0 � ñíàðóæè. Òàêèå èçîëèðîâàííûå çàìêíóòûå

òðàåêòîðèè íîñÿò íàçâàíèå ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Çàìêíóòàÿ �àçîâàÿ òðàåêòîðèÿ, ê êîòîðîé êàê ñ âíóòðåííåé, òàê è ñ

âíåøíåé ñòîðîíû ïðèáëèæàþòñÿ ñîñåäíèå òðàåêòîðèè, íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì öèêëîì.

Ïðåäåëüíûé öèêë íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îáëàñòü íà �àçî-

âîé ïëîñêîñòè, ÷òî îíà ñîäåðæèò ïðåäåëüíûé öèêë è ïðè ýòîì âñå �àçîâûå òðàåêòîðèè,
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6 �ëàâà 1. Ïðåäåëüíûå öèêëû

íà÷èíàþùèåñÿ â ýòîé îáëàñòè, àñèìïòîòè÷åñêè ïðè t → +∞ ïðèáëèæàþòñÿ ê ïðåäåëü-

íîìó öèêëó (ñì. ðèñ. 1.1).

Åñëè, íàîáîðîò, â ëþáîé ñêîëü óãîäíî ìàëîé îáëàñòè (îêðåñòíîñòè) ïðåäåëüíîãî öèê-

ëà ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà �àçîâàÿ òðàåêòîðèÿ, íå ïðèáëèæàþùàÿñÿ ê ïðåäåëüíîìó

öèêëó ïðè t → +∞, òî ïðåäåëüíûé öèêë íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì (ñì. ðèñ. 1.2).

Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî êðèòåðèåâ ñóùåñòâîâàíèÿ èëè îòñóòñòâèÿ çàìêíóòûõ òðàåêòî-

ðèé è êîíòóðîâ, ñîñòàâëåíûõ èç òðàåêòîðèé â R
2
. Áóäåì èññëåäîâàòü äèíàìè÷åñêóþ

ñèñòåìó âòîðîãî ïîðÿäêà

{

dx
dt

= P (x, y),
dy
dt

= Q(x, y)
(1.0.1)

ñ íåïðåðûâíûìè �óíêöèÿìè P (x, y), P ′

x(x, y), Q(x, y), Q′

y(x, y) â íåêîòîðîé îáëàñòè G ⊆
R

2
.

0

y1

y2

0

y1

y2

�èñ. 1.1. Óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé

öèêë

�èñ. 1.2. Íåóñòîé÷èâûé ïðåäåëü-

íûé öèêë

Òåîðåìà 1.1 (òåîðåìà Äþëàêà äëÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòè). Ïóñòü G � îäíîñâÿçíàÿ

îáëàñòü. Òîãäà åñëè äëÿ ñèñòåìû (1.0.1) ñóùåñòâóåò òàêàÿ �óíêöèÿ B(x, y), íåïðå-
ðûâíàÿ ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè â G, ÷òî âûðàæåíèå

∂

∂x
(BP ) +

∂

∂y
(BQ)

ïî÷òè âñþäó çíàêîïîñòîÿííî â G, òî â îáëàñòè íå ñóùåñòâóåò ïðîñòûõ çàìêíóòûõ

êðèâûõ, ñîñòàâëåííûõ èç òðàåêòîðèé ñèñòåìû.

Îñòàâèì òåîðåìó áåç äîêàçàòåëüñòâà (èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè

�îðìóëû �ðèíà).

Åñëè â òåîðåìå 1.1 ïîëîæèòü B(x, y) ≡ 1, òî ïîëó÷èì òåîðåìó Áåíäèêñîíà.

Òåîðåìà 1.2 (òåîðåìà Áåíäèêñîíà äëÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòè). Ïóñòü G � îäíîñâÿçíàÿ

îáëàñòü. Òîãäà åñëè äëÿ ñèñòåìû (1.0.1) âûðàæåíèå

∂P

∂x
+

∂Q

∂y

ïî÷òè âñþäó çíàêîïîñòîÿííî â G, òî â îáëàñòè íå ñóùåñòâóåò ïðîñòûõ çàìêíóòûõ

êðèâûõ, ñîñòàâëåííûõ èç òðàåêòîðèé ñèñòåìû.

Ïðèâåä¼ì àíàëîã òåîðåìû 1.1 äëÿ ñëó÷àÿ äâóõñâÿçíîé îáëàñòè.
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Òåîðåìà 1.3 (òåîðåìà Äþëàêà äëÿ äâóñâÿçíîé îáëàñòè). Ïóñòü G � äâóñâÿçíàÿ îá-

ëàñòü. Òîãäà åñëè äëÿ ñèñòåìû 1.0.1 ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ B(x, y), íåïðåðûâíàÿ ñî

ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè â G è òàêàÿ, ÷òî âûðàæåíèå

∂

∂x
(BP ) +

∂

∂y
(BQ)

ïî÷òè âñþäó çíàêîïîñòîÿííî â G, òî â îáëàñòè G íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü áîëåå îä-

íîé ïðîñòîé çàìêíóòîé êðèâîé, ñîñòàâëåííîé èç òðàåêòîðèé ñèñòåìû, ñîäåðæàùåé

âíóòðè ñåáÿ âíóòðåííþþ ãðàíèöó îáëàñòè G.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ �óíêöèè B(x, y) äëÿ çàäàííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
íåò íèêàêèõ îáùèõ òåîðåì.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Öèêëîì îäíîêðàòíîãî ïåðåñå÷åíèÿ äëÿ ñèñòåìû 1.0.1 íàçûâàåòñÿ

ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ êëàññà C1
, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1. Íà êðèâîé C íåò ñîñòîÿíèé ïîêîÿ äëÿ ñèñòåìû.

2. Âî âñåõ òî÷êàõ êðèâîé C (êðîìå, ìîæåò áûòü, êîíå÷íîãî ÷èñëà) íåò îáùèõ êàñà-

íèé (êîíòàêòà) ñ òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû, è ëèáî âñå òðàåêòîðèè âõîäÿò âíóòðü

îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êðèâîé C, ëèáî âñå âûõîäÿò èç ýòîé îáëàñòè. Ïðè ýòîì

òðàåêòîðèè, êîòîðûå êàñàþòñÿ êðèâîé C (åñëè, ñóùåñòâóþò), âõîäÿò èëè âûõîäÿò

èç îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êðèâîé C, âìåñòå ñ îñòàëüíûìè òðàåêòîðèÿìè.

Ïðèâåä¼ì åù¼ íåñêîëüêî òåîðåì î ïðåäåëüíûõ öèêëàõ.

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü G � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü. Åñëè â îáëàñòè G íåò òî÷åê ïîêîÿ,

òî â îáëàñòè íåò è çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé.

Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü C � öèêë îäíîêðàòíîãî ïåðåñå÷åíèÿ, G � îãðàíè÷åííàÿ èì îá-

ëàñòü. Åñëè

1) âñå òðàåêòîðèè, ïåðåñåêàþùèå C, ïðè âîçðàñòàíèè t âõîäÿò â G;
2) â îáëàñòè G åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ïîêîÿ � íåóñòîé÷èâûé óçåë èëè �îêóñ;

3) â îáëàñòè G ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû,

òîãäà ÷èñëî ðàñïîëîæåííûõ â îáëàñòè G óñòîé÷èâûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ñèñòåìû

íà åäèíèöó áîëüøå ÷èñëà íåóñòîé÷èâûõ, à ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå

îäèí óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë.

Òåîðåìà 1.6 (äëÿ äâóñâÿçíîé îáëàñòè). Ïóñòü G � äâóñâÿçíàÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åí-

íàÿ äâóìÿ öèêëàìè áåç êîíòàêòà C1 è C2, íå ñîäåðæàùàÿ òî÷åê ïîêîÿ è èìåþùàÿ

êîíå÷íîå ÷èñëî çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé. Åñëè âñå òðàåêòîðèè, ïåðåñåêàþùèå C1 è C2,

ïðè âîçðàñòàíèè t âõîäÿò â G (âûõîäÿò èç G), òî ÷èñëî óñòîé÷èâûõ ïðåäåëüíûõ öèê-
ëîâ, ðàñïîëîæåííûõ â G, íà åäèíèöó áîëüøå (ìåíüøå) ÷èñëà íåóñòîé÷èâûõ ïðåäåëüíûõ
öèêëîâ.

Ïðèìåð 1.2. �àññìîòðèòå ñèñòåìó

{

dx
dt

= y + x [1− (x2 + y2)] ,
dy
dt

= −x+ y [1− (x2 + y2)] ,

êàê â ïðèìåðå 1.1, è ïîêàæèòå, íå âû÷èñëÿÿ ÿâíî ðåøåíèÿ, ÷òî ïðåäåëüíûé öèêë ñóùå-

ñòâóåò è åäèíñòâåí.
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�åøåíèå. Ïîëîæèì P (x, y) = y + x · (1 − (x2 + y2)) è Q(x, y) = −x + y · (1 − (x2 + y2)).
�àññìîòðèì ñèñòåìó îêðóæíîñòåé

x2 + y2 = R2.

Âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê îêðóæíîñòè F (x, y) = 0 çàäà¼òñÿ âåêòîðîì n = (F ′

x;F
′

y).
Òîãäà ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ê èíòåãðàëüíîé êðèâîé ñèñòåìû è

âåêòîðà âíåøíåé íîðìàëè ê îêðóæíîñòè ðàâíî

(n, τ) = P (x, y)F ′

x(x, y) +Q(x, y)F ′

y(x, y) = 2(x2 + y2)(1− (x2 + y2)).

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé äàííîãî ñåìåéñòâà

�óíêöèé F (x, y) = 0 (ó íàñ îêðóæíîñòåé) ïî äè��åðåíöèàëüíîé ñèñòåìå è îáîçíà-

÷àåòñÿ

dF (x;y)
dt

. Çíàê äàííîé âåëè÷èíû îïðåäåëÿåò êîñèíóñ óãëà ìåæäó èíòåãðàëüíûìè

êðèâûìè è âåêòîðîì âíåøíåé íîðìàëè îêðóæíîñòè. Â íàøåì ñëó÷àå

dF (x;y)
dt

> 0 äëÿ

âñåõ (x; y), ïðèíàäëåæàùèõ âíóòðåííîñòè êðóãà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â (0; 0),

è

dF (x;y)
dt

< 0 äëÿ âñåõ (x; y), ëåæàùèõ âíå åäèíè÷íîãî êðóãà.

Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè, ÷òî, ïîñêîëüêó

dF (x;y)
dt

> 0 äëÿ R ∈ (0; 1), óãîë ìåæäó

èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè è îêðóæíîñòÿìè ðàäèóñà R ∈ (0; 1) åñòü âåëè÷èíà, çàêëþ÷¼í-
íàÿ ìåæäó −π/2 è π/2, ò. å. âñå èíòåãðàëüíûå êðèâûå òîëüêî âõîäÿò â îêðóæíîñòè

ðàäèóñà ìåíüøå åäèíèöû (ñì. ðèñ. 1.3). Äëÿ îêðóæíîñòåé ðàäèóñà R > 1 ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî

dF (x;y)
dt

< 0, íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàëüíûå êðèâûå îïÿòü òîëüêî âõîäÿò
â îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñîì R > 1 (ñì. ðèñ. 1.4).

0

x

y

¿

n

0

x

y

�èñ. 1.3. �èñ. 1.4.

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 1.6 äåëàåì âûâîä î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëüíîãî öèêëà â êîëü-

öå ñ öåíòðîì â íóëåâîé òî÷êå è ðàäèóñîì R ∈ [1− ε; 1 + ε] äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε ∈ (0; 1).
Ñëåäîâàòåëüíî, ó ñèñòåìû ñóùåñòâóþò ïðåäåëüíûå öèêëû. Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäåëüíûé

öèêë åäèíñòâåí. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Äþëàêà ñ B(x, y) ≡ 1, ñîãëàñíî êîòîðîé öèêë
â êîëüöåâîé îáëàñòè (òî÷íåå, â ïðîèçâîëüíîé äâóñâÿçíîé îáëàñòè ñ ãðàíèöàìè êëàññà

C1
) áóäåò åäèíñòâåí, åñëè âûðàæåíèå

∂P

∂x
+

∂Q

∂y
= 2

[

1− 2(x2 + y2)
]

çíàêîïîñòîÿííî. Íî ïîñëåäíåå î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó â êîëüöåâîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé

îêðóæíîñòÿìè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñàìè R1 = 2/3, R2 = 2, âûðàæåíèå
P ′

x +Q′

y ïðèíèìàåò òîëüêî îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåëüíûé öèêë

åäèíñòâåí. Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäåëüíûõ öèêëîâ â êðóãå ðàäèóñà R = 1/2 íåò. Äåéñòâè-

òåëüíî, íåðàâåíñòâî P ′

x +Q′

y > 0 îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.
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�1.1 Ôàçîâûé ïîðòðåò. Ìîäåëè

1.1.1 Ìîäåëü Ëîòêè

Íà÷èíàÿ ñ 1910 ãîäà (ñì. [5℄, [6℄, [7℄) íà îñíîâå àíàëèçà ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé â ðàáîòàõ À. Ëîòêè áûëè ñäåëàíû âàæíûå âûâîäû, â ÷àñòíîñòè î âîçìîæ-

íîñòè êîëåáàíèé â õèìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Îäíàêî ïåðâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñî-

îòâåòñòâîâàëè íåîñóùåñòâèìûì è íåâîçìîæíûì õèìè÷åñêèì ðåàêöèÿì. Íî ìû çäåñü

ðàçáåð¼ì òàêèå ñëó÷àè, ïîñêîëüêó ñèñòåìû, ïîäîáíûå ñèñòåìå ðåàêöèé Ëîòêè, ïðåä-

ñòàâëÿþò ñîáîé �ðàãìåíòû áîëåå ñëîæíûõ õèìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Âñëåä çà Ëîòêîé èññëåäóåì ãèïîòåòè÷åñêóþ ìîäåëü õèìè÷åñêîé ðåàêöèè:

A
k0−→ X,

X + Y
k1−→ 2Y,

Y
k2−→ B.

Ïóñòü â íåêîòîðîì îáúåìå íàõîäèòñÿ â èçáûòêå âåùåñòâî A. Ìîëåêóëû A ñ íåêîòî-

ðîé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ïðåâðàùàþòñÿ â ìîëåêóëû âåùåñòâà X (ðåàêöèÿ íóëåâîãî

ïîðÿäêà). Âåùåñòâî X ìîæåò ïðåâðàùàòüñÿ â âåùåñòâî Y , ïðè÷åì ñêîðîñòü ýòîé ðå-

àêöèè òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå êîíöåíòðàöèÿ âåùåñòâà Y � ðåàêöèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ìîëåêóëû Y , â ñâîþ î÷åðåäü, íåîáðàòèìî ðàñïàäàþòñÿ, è â ðåçóëüòàòå îáðàçóåòñÿ âå-

ùåñòâî B (ðåàêöèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà).

Ïóñòü x, y, a, b� êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ, ïðè÷¼ì êîíöåíòðàöèÿ a� óïðàâëÿþùèé ïà-

ðàìåòð, ïîääåðæèâàþùèéñÿ ïîñòîÿííûì. Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ

ðåàêöèþ:











ẋ = k0a− k1xy,

ẏ = k1xy − k2y,

ḃ = k2y.

Åñëè âçÿòü ñóììó âñåõ óðàâíåíèé â ñèñòåìå, òî ïîëó÷èì ẋ+ ẏ+ ḃ = k0a. Ñëåäîâàòåëüíî,
x + y + b = k0a · t + const , îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî b(t) = k0a · t + const − y(t) − x(t),
ãäå êîíñòàíòà const íàõîäèòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç

äâóõ óðàâíåíèé

{

ẋ = k0a− k1xy,

ẏ = k1xy − k2y.

Èç óðàâíåíèé k0a − k1xy = 0, k1xy − k2y = 0 íàõîäèì òî÷êè ïîêîÿ ñèñòåìû: (x; y) =
(k2/k1; k0a/k2). Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè. Ïåðåíåñ¼ì

íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó ïîêîÿ ïðè ïîìîùè çàìåíû x = u+ k2/k1, y = v + k0a/k2:

{

u̇ = −k1k0a
k2

u− k2 v − k1uv,

v̇ = k1k0a
k2

u+ k1uv.
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�àññìîòðèì ëèíåàðèçîâàííóþ ñèñòåìó:

{

u̇ = −k1k0a
k2

u− k2 v,

v̇ = k1k0a
k2

u.

Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì d = k1k0a/k2 > 0. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû

èìååò âèä

∣

∣

−d−λ −k2
d −λ

∣

∣ = λ2+dλ+k2d = 0. �àññìîòðèì âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ

÷èñåë.

I. Ïóñòü λ1,2 = −(d ±
√
d2 − 4k2d)/2, â ñëó÷àå d − 4k2 > 0, òîãäà òî÷êà ïîêîÿ �

óñòîé÷èâûé óçåë (ñì. ðèñ. 1.10).

II. Ïóñòü λ1 = λ2 = −d/2, â ñëó÷àå d − 4k2 = 0. Ïîñêîëüêó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó

λ = −d/2 ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî îäèí ñîáñòâåííûé âåêòîð, òî÷êà ïîêîÿ � óñòîé÷èâûé

âûðîæäåííûé óçåë (ñì. ðèñ. 1.5).

0 x

y

�èñ. 1.5. Ìîäåëü Ëîòêè: k2 = k1 = k0 = 2, a = 4

III. Ïóñòü λ1,2 = −(d ± i
√
4k2d− d2)/2, â ñëó÷àå d − 4k2 < 0, òîãäà òî÷êà ïîêîÿ �

óñòîé÷èâûé �îêóñ (ñì. ðèñ. 1.6).

0 x

y

�èñ. 1.6. Ìîäåëü Ëîòêè: k2 = k1 = k0 = 2, a = 1

�àçáåð¼ì ïîäðîáíî ñëó÷àé óñòîé÷èâîãî óçëà. Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè a = k0 =
k1 = 2, k2 = 1, òîãäà d = 8, λ1,2 = −4± 2

√
2, ò. å. ìû èññëåäóåì ñèñòåìó

{

ẋ = 4− 2xy,

ẏ = 2xy − y.

Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèåì äàííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ y = 0, à â ñèëó òåîðåì ñóùå-

ñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî èíòåãðàëüíûå êðèâûå íå ïåðåñåêàþò äàííóþ

ïðÿìóþ, ò. å. èíòåãðàëüíûå êðèâûå íàõîäÿòñÿ ëþáî öåëèêîì â âåðõíåé, ëèáî öåëèêîì
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â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ïîñêîëüêó êîíöåíòðàöèè x, y ñîãëàñíî õèìè÷åñêîìó ñìûñëó

ñóòü íåîòðèöàòåëüíûå âåëè÷èíû, áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àé âåðõíåé ïîëó-

ïëîñêîñòè â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå: y > 0.
Â êîîðäèíàòàõ (u, v) íàéä¼ì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû, ñîîò-

âåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì ÷èñëàì λ1,2 = −4± 2
√
2:

(A− λE)h =

(

−d − λ k2
d −λ

)(

x
y

)

=

(

0
0

)

⇐⇒

⇐⇒
(

−4 ∓ 2
√
2 −1

8 4∓ 2
√
2

)(

x
y

)

=

(

0
0

)

,

îòêóäà íàõîäèì ñîáñòâåííûå âåêòîðû h
1,2 = (1,−4∓ 2

√
2), è èíòåãðàëüíûå êðèâûå óç-

ëà v = (−4 ∓ 2
√
2)u � ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû (ñì. ðèñ. 1.7). Îòíîñèòåëüíî

èñõîäíîé ñèñòåìû â êîîðäèíàòàõ (x, y) äàííûé �àçîâûé ïîðòðåò ïîêàçûâàåò ëîêàëü-

íîå ïîâåäåíèå â òî÷êå ïîêîÿ (1/2; 4). Èññëåäóåì íà ìîíîòîííîñòü èñõîäíóþ ñèñòåìó.

0

u

v

�èñ. 1.7. �åøåíèå ëèíåðèçîâàííîé ñèñòåìû

�àçäåëèâ âòîðîå óðàâíåíèå íà ïåðâîå, íàõîäèì

y′x =
1

2
· y(2x− 1)

2− xy
.

Ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü ðàçáèâàåòñÿ ãèïåðáîëîé xy = 2 è ïðÿìûìè y = 0, x = 1/2 íà îáëà-
ñòè ìîíîòîííîñòè (ñì. ðèñ. 1.8), ïðè÷¼ì íà ãèïåðáîëå xy = 2 ó èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ

âåðòèêàëüíûå êàñàòåëüíûå (ïàðàëëåëüíûå îñè Oy), à íà ïðÿìîé x = 1/2 ó èíòåãðàëü-

íûõ êðèâûõ ãîðèçîíòàëüíûå êàñàòåëüíûå (ïàðàëëåëüíûå îñè Ox). Êàê ìû îòìå÷àëè, èç

òîãî, ÷òî ïðÿìàÿ y = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû, ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàëüíûå êðèâûå

èç âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè íèêîãäà íå ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ y = 0 è ïîýòîìó îñòàþòñÿ

â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Èññëåäóåì íà âûïóêëîñòü èíòåãðàëüíûå êðèâûå. Äëÿ ýòîãî

íàéä¼ì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ:

y′′xx =
y

2(2− xy)3
·
(

(2x− 1)2 + (4− y)(2− xy)
)

=

=
y

2(2− xy)3
·
(

4x2 + x((y − 2)2 − 8) + (9− 2y)
)

.

Ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå 4x2 + x((y − 2)2 − 8) + (9 − 2y) = 4(x − x+(y))(x− x−(y)),
ãäå x±(y) = (8− (y− 2)2 ±

√

(8− (y − 2)2)2 − 16(9− 2y))/8 íà ìíîæåñòâå, òî÷åê â êîòî-
ðûõ ïîñëåäíèé êîðåíü åñòü íåîòðèöàòåëüíàÿ âåëè÷èíà. Ïî âòîðîé ïðîèçâîäíîé íàéä¼ì
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0 x

y

-

+
+ + +

-
-

-
-

-

-

-

-
- -

-

+

-

-

-

--

-

-

-
-

-

-

-

-

�èñ. 1.8. Âîçðàñòàíèå (+) è óáûâàíèå (−)

ó÷àñòêè âûïóêëîñòè èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ (ñì. ðèñ. 1.9), ïðè÷¼ì íà êðèâûõ xy = 2 è

4x2 + x((y − 2)2 − 8) + (9 − 2y) = 0 èíòåãðàëüíûå êðèâûå èìåþò òî÷êè ïåðåãèáà, ò. å.

ìåíÿþò âûïóêëîñòü. Íàêîíåö ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé �àçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (ñì.

0 x

y

-

+

-

-

-
-

-

-
-

+

+ + +

+

+
+

+

+ +

-
-

- ( +1) =
2

2 ( )(2 )x y xy-4 -

xy=2

�èñ. 1.9. Âûïóêëîñòü (+) è âîãíóòîñòü (−)

ðèñ. 1.10).

0 x

y

�èñ. 1.10. Ìîäåëü Ëîòêè: a = k2 = k0 = 2, k1 = 1

Âî âñåõ ðàçîáðàííûõ ñëó÷àÿõ (ñì. ðèñ. 1.5, 1.6, 1.10) ñî âðåìåíåì âñå èíòåãðàëüíûå

êðèâûå ñòðåìÿòñÿ ê òî÷êå ïîêîÿ (x0; y0), ò. å. (x; y) → (x0; y0) ïðè t → +∞, è êðèâûå

âûõîäÿò íà ñòàöèîíàðíîñòü. Êàê çàìå÷åíî ðàíåå, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî b(t) = k0a · t+
const − y(t) − x(t), îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî b(t) → +∞, t → +∞. Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå

ïîêàçûâàåò, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà, ïîñêîëüêó íåâîçìîæíî

óâåëè÷åíèå äî áåñêîíå÷íîñòè êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà B. Îäíàêî ðàçîáðàííàÿ ñèñòåìà

ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü �ðàãìåíòû áîëåå ñëîæíûõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé.
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1.1.2 Êîëåáàòåëüíûå õèìè÷åñêèå ðåàêöèè. �åàêöèÿ Áåëîóñî-

âà �Æàáîòèíñêîãî. Áðþññåëÿòîð

Êàê ñêàçàíî âûøå, âîçìîæíîñòü êîëåáàíèé â õèìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ óòâåðæäàëàñü íà-

÷èíàÿ ñ 1910 ãîäà, îäíàêî ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè óðàâíåíèé Ëîòêè ñîîòâåòñòâîâàëè

íåîñóùåñòâèìûì è íåâîçìîæíûì õèìè÷åñêèì ðåàêöèÿì. Ê òîìó æå âñå ïîïûòêè ýêñïå-

ðèìåíòàëüíî îáíàðóæèòü êîëåáàòåëüíûå ðåàêöèè äîëãîå âðåìÿ íå äàâàëè ïîëîæèòåëü-

íûõ ðåçóëüòàòîâ.

Èñòîðèÿ ýòîãî îòêðûòèÿ ïðèâåäåíà â ñâîäêå öèòàò èç êíèã [4℄, [3℄. ¾Â 1921 ãîäó Ó.

Áðåé îïóáëèêîâàë ñòàòüþ, â êîòîðîé äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî îïèñàíà ïåðâàÿ êîëåáàòåëü-

íàÿ æèäêî�àçíàÿ ðåàêöèÿ ðàçëîæåíèÿ ïåðîêñèäà âîäîðîäà, êàòàëèçèðóåìàÿ èîäàòîì.

Õîòÿ ýêñïåðèìåíò îñëîæíÿëñÿ âûäåëåíèåì êèñëîðîäà, Áðåé îñîçíàë ñâÿçü ìåæäó ñâî-

èì îòêðûòèåì è ïðîãíîçîì Ëîòêè. Îäíàêî åãî ðàáîòà íå âûçûâàëà èíòåðåñà â òå÷åíèå

ïðèìåðíî 40 ëåò.

Ñîâðåìåííàÿ èñòîðèÿ èññëåäîâàíèé êîëåáàòåëüíûõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé â æèäêîé

�àçå íà÷àëàñü â 1951 ãîäó, êîãäà Á. Ï. Áåëîóñîâ îòêðûë êîëåáàíèÿ êîíöåíòðàöèé îêèñ-

ëåííîé è âîññòàíîâèòåëüíîé �îðì öåðèÿ â ðåàêöèè âçàèìîäåéñòâèÿ ëèìîííîé êèñëîòû

ñ áðîìàòîì, êàòàëèçèðóåìîé èîíàìè öåðèÿ. �àñòâîð ðåãóëÿðíî ìåíÿë ñâîþ îêðàñêó îò

áåñöâåòíîé ê æåëòîé (îáóñëîâëåííîé íàëè÷èåì CeIV ), çàòåì ñíîâà ê áåñöâåòíîé (CeIII)
è ò. ä. Áåëîóñîâ ïðîâåë äîñòàòî÷íî ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå ýòîé ðåàêöèè è, â ÷àñòíî-

ñòè, ïîêàçàë, ÷òî ïåðèîä êîëåáàíèé ñèëüíî óìåíüøàåòñÿ ñ ïîâûøåíèåì êèñëîòíîñòè

ñðåäû è òåìïåðàòóðû. �åàêöèÿ áûëà óäîáíà äëÿ ëàáîðàòîðíûõ èññëåäîâàíèé. Êîëåáà-

íèÿ ìîæíî áûëî ëåãêî íàáëþäàòü âèçóàëüíî, à èõ ïåðèîä íàõîäèëñÿ â ïðåäåëàõ 10−100
ñ, ñîâïàäàÿ ñ åñòåñòâåííûì ìàñøòàáîì âðåìåíè ÷åëîâåêà-íàáëþäàòåëÿ.

Â 1959 ãîäó Áåëîóñîâ ðåøèëñÿ îïóáëèêîâàòü ñòàòüþ â ïîëóçàêðûòûõ îò÷åòàõ ñâîåãî

èíñòèòóòà ïî ðàäèàöèîííîé ìåäèöèíå [2℄.

Â êîíöå 1961 ãîäà ðàáîòà Á. Ï. Áåëîóñîâà áûëà ïðîäîëæåíà À. Ì. Æàáîòèíñêèì,

êîòîðûé ïîëó÷èë êîëåáàíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå âîññòàíîâèòåëÿ â ðåàêöèè

Áåëîóñîâà íå òîëüêî ëèìîííîé, íî è ìàëîíîâîé, à òàêæå ÿáëî÷íîé êèñëîò. À. Ì. Æà-

áîòèíñêèé ïðîâåë ïîäðîáíûå èññëåäîâàíèÿ êîëåáàíèé â ñèñòåìå ñ ìàëîíîâîé êèñëî-

òîé, êîòîðàÿ îêàçàëàñü áîëåå óäîáíûì âîññòàíîâèòåëåì, òàê êàê ïðîòåêàíèå ðåàêöèè

íå îñëîæíÿëîñü ãàçîâûäåëåíèåì. Íîâîñòü îá ýòîé èçóìèòåëüíîé ðåàêöèè îáîøëà âåñü

ìèð, è â íåñêîëüêèõ ëàáîðàòîðèÿõ (â ÑÑÑ�, ÑØÀ è Çàïàäíîé Åâðîïå) ñòàëè èí-

òåíñèâíî èçó÷àòü ðåàêöèþ, êîòîðàÿ ñåé÷àñ øèðîêî èçâåñòíà ïîä íàçâàíèåì "ðåàêöèÿ

Áåëîóñîâà-Æàáîòèíñêîãî". Êîëåáàòåëüíûå ðåàêöèè íàêîíåö-òî âîøëè â õèìè÷åñêèå ëà-

áîðàòîðèè.¿

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà êîëåáàòåëüíîé ðåàêöèè ðàññìîòðèì óïðîù¼ííóþ ìîäåëü

ðåàêöèè Áåëîóñîâà�Æàáîòèíñêîãî, íàçâàííóþ áðþññåëÿòîðîì (ìîäåëü Ëå�åâðà�

Íèêîëèñà�Ïðèãîæèíà) ñì. [4℄, [3℄, [1℄. Äàííàÿ óïðîù¼ííàÿ ìîäåëü ïåðåäà¼ò îñíîâíûå

÷åðòû êèíåòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì:

A
k1−→ X,

B +X
k2−→ Y +D,

2X + Y
k3−→ 3X,

X
k4−→ E.
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Îáîçíà÷èì êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ A, B, D, X , Y ÷åðåç a, b, d, x, y ñîîòâåòñòâåííî.

Êîíöåíòðàöèè a è b � óïðàâëÿþùèå êîíöåíòðàöèè, ïîääåðæèâàþùèåñÿ ïîñòîÿííûìè.

Íàïèøåì äè��åðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâóþùåé õèìè÷åñêîé ñèñòå-

ìû:

{

x′ = k1a− k2bx+ k3x
2y − k4x,

y′ = k2bx− k3x
2y.

Íàéä¼ì òî÷êè ïîêîÿ ñèñòåìû (ñòàöèîíàðíûå òî÷êè):

{

k1a− k2bx+ k3x
2y − k4x = 0,

k2bx− k3x
2y = 0

⇐⇒
{

x0 =
k1
k4

· a,
y0 =

k2k4
k1k3

· b
a
.

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå âáëèçè òî÷êè ïîêîÿ (x0; y0). Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ x =
u+x0, y = v+ y0, ÷òîáû èññëåäîâàòü ñèñòåìó â òî÷êå (0; 0). Â äàííîé òî÷êå â ëèíåéíîì

ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àåì

{

u′ = (k2b− k4)u+
k21k3
k24

a2v,

v′ = −k2bu − k21k3
k24

a2v.

Íàéä¼ì ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû:

∣

∣

∣

∣

∣

k2b− k4 − λ
k21k3
k24

a2

−k2b −k21k3
k24

a2 − λ

∣

∣

∣

∣

∣

= λ2 +

(

k2
1k3
k2
4

a2 − k2b+ k4

)

· λ+
k2
1k3
k4

a2 = 0.

Ïîëîæèì b̃ =
k21k3
k24

a2 − k2b+ k4, c =
k21k3
k4

a2 è D = b̃2/4− c. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

I. �àññìîòðèì ñëó÷àé D > 0, ò. å. ñëó÷àé äåéñòâèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λ± =
−b̃/2±

√
D.

Ia. Ïóñòü λ± îäíîãî çíàêà. Òîãäà â òî÷êå (x0; y0) íåóñòîé÷èâûé óçåë, åñëè λ± > 0, è
óñòîé÷èâûé óçåë åñëè, λ± < 0.

Ib. Ïóñòü λ± ðàçíîãî çíàêà. Òîãäà â òî÷êå (x0; y0) ñåäëî.
II. �àññìîòðèì ñëó÷àé D < 0, ò. å. ñëó÷àé êîìïëåêñíûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λ± =

−b̃/2± i
√
−D.

IIa. Ïóñòü b̃ = 0 � ñëó÷àé ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé. Òîãäà â òî÷êå (x0; y0) îñîáàÿ

òî÷êà � öåíòð.

IIb. Ïóñòü b̃ 6= 0 � ñëó÷àé êîðíåé ðàçíîãî çíàêà. Òîãäà â òî÷êå (x0; y0) îñîáàÿ

òî÷êà � �îêóñ. Â ñëó÷àå b̃ > 0 � óñòîé÷èâûé, à â ñëó÷àå b̃ > 0 � íåóñòîé÷èâûé �îêóñ.

Ïðèâåä¼ì èññëåäîâàíèå äëÿ íàèáîëåå èíòåðåñíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ïîÿâëÿåòñÿ ïðåäåëü-

íûé öèêë (àòòðàêòîð

1

), ò. å. èç êàêîé òî÷êè ìû áû íå âûøëè, òðàåêòîðèè áóäóò ïðèáëè-

æàòüñÿ ê îïðåäåë¼ííîé êðèâîé � àòòðàêòîðó. �àññìîòðèì ñëó÷àé k1 = k2 = k3 = a = 1,
b = 5/2. Òîãäà b̃ = 1/2, c = 1, D = 9/16 > 0 è λ± = −b̃/2 ±

√
D = −1/2 ± 3/4 > 0, ò. å.

èìååì íåóñòîé÷èâûé óçåë â îñîáîé òî÷êå, ñëó÷àé Ia.

1

Àòòðàêòîð (àíãë. attrat � ïðèâëåêàòü, ïðèòÿãèâàòü) � ìíîæåñòâî òî÷åê â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ê êîòîðûì ñòðåìÿòñÿ òðàåêòîðèè ñèñòåìû. Åñëè òðàåêòîðèÿ ïðîøëà äîñòà-

òî÷íî áëèçêî ê àòòðàêòîðó, òî ñî âðåìåíåì îíà óæå íå ïîêèíåò îêðåñòíîñòü àòòðàêòîðà è äàæå áóäåò

ïîäõîäèòü ê íåìó âñ¼ áëèæå è áëèæå, ò. å. áóäåò íàáëþäàòüñÿ ý��åêò ïðèòÿæåíèÿ ê àòòðàêòîðó.



�1.1. Ôàçîâûé ïîðòðåò. Ìîäåëè 15

Ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä

{

x′ = 1− 7x/2 + x2y,

y′ = 5x/2− x2y.
(1.1.1)

0

x

y

-

--

--

-

- - -

-
-

-

-

-

-

-

-

- -

-

-

- -

--

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

�èñ. 1.11. Âîçðàñòàíèå (+) è óáûâàíèå (−)

Èññëåäóåì îáëàñòè âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ íà �àçîâîé ïëîñêîñòè. Ïîäåëèâ îä-

íî óðàâíåíèå íà äðóãîå, ïîëó÷àåì y′x = x(5/2−xy)
1−7x/2+x2y

. Êðèâûå x = 0, y = 5/(2x),

y = (7x/2−1)/x2
ðàçáèâàþò �àçîâóþ ïëîñêîñòü íà îáëàñòè ìîíîòîííîñòè, ò. å. â êàæäîé

îáëàñòè èíòåãðàëüíûå êðèâûå ëèáî âîçðàñòàþò, ëèáî óáûâàþò (ñì. ðèñ. 1.11). Ïëþñàìè

íà êàðòèíêå ìû îáîçíà÷èëè ìíîæåñòâà, ãäå èíòåãðàëüíûå êðèâûå âîçðàñòàþò, ìèíóñà-

ìè � ãäå èíòåãðàëüíûå êðèâûå óáûâàþò. Ïðè ýòîì èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïåðåñåêàþò

ãèïåðáîëó y = 5/(2x) è x = 0 ñ ãîðèçîíòàëüíîé êàñàòåëüíîé (òàê êàê y′x = 0), à êðèâóþ
y = (7x/2− 1)/x2

ñ âåðòèêàëüíîé êàñàòåëüíîé (òàê êàê y′x = ∞) (ñì. ðèñ. 1.11).

0

x

y

�èñ. 1.12.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ó áðþññåëÿòîðà ñóùåñòâóåò è

åäèíñòâåí ïðåäåëüíûé öèêë. Äëÿ óäîáñòâà ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ ξ = x + 1, η =
y+5/2, ò. å. ïåðåíåñ¼ì îñîáóþ òî÷êó â íà÷àëî êîîðäèíàò. Âìåñòî ïåðåìåííûõ ξ, η áóäåì
îïÿòü ðàññìàòðèâàòü x è y. Ñèñòåìà ïðèìåò âèä

{

x′ = 3x/2 + 5x2/2 + y(x+ 1)2,

y′ = −5x/2 − 5x2/2− y(x+ 1)2.
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Ïîëîæèì P (x, y) = 3x/2+5x2/2+y(x+1)2,Q(x, y) = −5x/2−5x2/2−y(x+1)2, n = (P ;Q).
�àññìîòðèì ñèñòåìó ýëëèïñîâ

(x cosα− y sinα)2

9
+ (x sinα + y cosα)2 = R2.

Âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê äàííîìó ýëëèïñó F (x, y) = 0 çàäà¼òñÿ âåêòîðîì n = (F ′

x;F
′

y).
Òîãäà ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìåæäó âåêòîðàìè êàñàòåëüíûìè ê èíòåãðàëüíîé êðèâîé

ñèñòåìû è âåêòîðàìè âíåøíåé íîðìàëè ê ýëëèïñó ðàâíî

(n, τ) = P (x, y)F ′

x(x, y) +Q(x, y)F ′

y(x, y).

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ýëëèïñà ïî äè��åðåíöèàëüíîé ñè-

ñòåìå è îáîçíà÷àåòñÿ

dF (x;y)
dt

. Çíàê äàííîé âåëè÷èíû îïðåäåëÿåò êîñèíóñ óãëà ìåæäó

èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè è ýëëèïñîì. Â íàøåì ñëó÷àå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

dF (x;y)
dt

> 0
äëÿ âñåõ (x; y), ïðèíàäëåæàùèõ ýëëèïñó ñ R ∈ (0; 1/7], ò. å. äëÿ âñåõ òî÷åê âèäà

xR(t) = R(3 cosα cos t + sinα sin t), yR(t) = R(3 cosα sin t − sinα cos t), ãäå ïîñëåäíèå

ðàâåíñòâà � ïàðàìåòðèçàöèÿ ýëëèïñà. Çàìåòèì, ÷òî ïðîâåðêà íåðàâåíñòâà

dF (x;y)
dt

> 0
äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêà, ïîýòîìó ìû îïóñêàåì âûêëàäêè.

�èñ. 1.13.

Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè, ÷òî, ïîñêîëüêó

dF (x;y)
dt

> 0, óãîë ìåæäó èíòåãðàëüíûìè
êðèâûìè è ýëëèïñîì äëÿ R ∈ (0; 1/7] � âåëè÷èíà, çàêëþ÷¼íàÿ ìåæäó −π/2 è π/2, ò. å.
âñå èíòåãðàëüíûå êðèâûå òîëüêî âõîäÿò â ýëëèïñ (ñì. ðèñ. 1.13).

Àíàëîãè÷íî, ñòðîèòñÿ ñåìåéñòâî êðèâûõ ñî ñâîéñòâîì

dF (x;y)
dt

< 0 â ñèñòåìå (1.1.1)

(ñì. ðèñ 1.14). Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàëüíûå êðèâûå îïÿòü òîëüêî âõîäÿò â çà-

ìêíóòóþ êðèâóþ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ó ñèñòåìû ñóùåñòâóþò ïðåäåëüíûå öèêëû.

Ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ î ïðèìåíåíèè êîëåáàòåëüíûõ õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Îòëè-

÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ òàêèõ ðåæèìîâ ÿâëÿåòñÿ èõ âûñîêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê ìà-

ëåéøèì âíåøíèì âîçìóùåíèÿì. ×óâñòâèòåëüíîñòü õèìè÷åñêîé ðåàêöèè ê íåçíà÷èòåëü-

íûì èçìåíåíèÿì óñëîâèé ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà îòìå÷åíà â ðåàêöèè Áåëîóñîâà�

Æàáîòèíñêîãî. Òàê, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïåðåõîäû ìåæäó ðàçëè÷íûìè ðåæèìàìè ìîãóò

îñóùåñòâëÿòüñÿ çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè ìèêðîïðèìåñåé, ñîäåðæàùèõñÿ â ìà-

ëîíîâîé êèñëîòå. Ïðîâåäåíèå èññëåäîâàíèé â ýòîé îáëàñòè îòêðûëî îãðîìíûå ïåðñïåê-

òèâû ïî ñîçäàíèþ ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ ìåòîäèê àíàëèçà ìèêðîêîëè÷åñòâ âåùåñòâ.

Îòìåòèì, ÷òî íîáåëåâñêèé ëàóðåàò È. �. Ïðèãîæèí ñ÷èòàë, ÷òî èññëåäîâàíèå êî-

ëåáàòåëüíûõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé áûëî îäíèì èç âàæíåéøèõ äîñòèæåíèé íàóêè XX

ñòîëåòèÿ.
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0

x

y

�èñ. 1.14.

Óïðàæíåíèÿ

Óïðàæíåíèå 1.1.1. Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü òî÷êè ðàâíîâåñèÿ. Íàéäèòå ÿâíîå ðåøåíèå,

ïîñòðîéòå �àçîâûé ïîðòðåò:

{

ẋ = − cos y,

ẏ = cos x.

Óïðàæíåíèå 1.1.2. Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü òî÷êè ðàâíîâåñèÿ. Ïîñòðîéòå �àçîâûé ïîðò-

ðåò:

{

ẋ = x+ y,

ẏ = 1− x2.

0
x

y

2¼

2¼

0
x

y

1

21-1

�èñ. 1.15. Ê çàäà÷å 1.1.1 �èñ. 1.16. Ê çàäà÷å 1.1.2

Óïðàæíåíèå 1.1.3. Ñëåäóþùàÿ ìîäåëü èçâåñòíà êàê ìîäåëü âûæèâàíèÿ îäíîãî èç äâóõ

âèäîâ:

{

ẋ = x(24− x− 2y),

ẏ = y(30− 2x− y).

Èññëåäóéòå â ìîäåëè âûæèâàíèÿ îäíîãî âèäà òî÷êè ðàâíîâåñèÿ íà óñòîé÷èâîñòü. Ïîñòðîéòå

�àçîâûé ïîðòðåò.
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Óïðàæíåíèå 1.1.4. Ñëåäóþùàÿ ìîäåëü èçâåñòíà êàê ìîäåëü ñîñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ âèäîâ:

{

ẋ = x(24− 2x− y),

ẏ = y(30− x− 2y).

Èññëåäóéòå â ìîäåëè ñîñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ âèäîâ òî÷êè ðàâíîâåñèÿ íà óñòîé÷èâîñòü. Ïîñòðîé-

òå �àçîâûé ïîðòðåò.

0 x

y

12 24

6

30

0 x

y

12

246

30

�èñ. 1.17. Ê çàäà÷å 1.1.3 �èñ. 1.18. Ê çàäà÷å 1.1.4

Óïðàæíåíèå 1.1.5. Íàéäèòå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìû:







ẋ = −y − x ·
√

x2 + y2 · sin π√
x2+y2

,

ẏ = x− y ·
√

x2 + y2 · sin π√
x2+y2

,

è íàéäèòå âñå ïðåäåëüíûå öèêëû ñèñòåìû è èññëåäóéòå èõ íà óñòîé÷èâîñòü.

Îòâåòû. 1.1.1 �åøåíèå ñèñòåìû: sin y = − sinx+C. Òî÷êè ðàâíîâåñèÿ:

(

π
2 + πm, π2 + πn

)

;

åñëè m + n ÷¼òíî, òî òî÷êà ðàâíîâåñèÿ � öåíòð, åñëè m + n íå÷¼òíî, òî òî÷êà ðàâíîâåñèÿ �

ñåäëî (ñì. ðèñ. 1.15). 1.1.2 Òî÷êè ðàâíîâåñèÿ: (1,−1) � íåóñòîé÷èâûé �îêóñ, (−1, 1) � ñåä-

ëî (ñì. ðèñ. 1.16). 1.1.3 Òî÷êè ðàâíîâåñèÿ: (0, 0), (0, 30), (24, 0) è (12, 6). Ïåðâûå òðè òî÷êè:

óçåë, ïîñëåäíÿÿ � ñåäëî (ñì. ðèñ. 1.17). Ïîïóëÿöèÿ ñ íà÷àëüíûì ïðåâîñõîäñòâîì âûæèâàåò,

â òî âðåìÿ êàê äðóãàÿ âûìèðàåò. 1.1.4 Òî÷êè ðàâíîâåñèÿ: (0, 0), (0, 15), (12, 0) è (6, 12). Ïåð-

âàÿ òî÷êà � óçåë, âòîðàÿ è òðåòüÿ � ñåäëî è ïîñëåäíÿÿ � óçåë (ñì. ðèñ. 1.18). �åøåíèå ñ

íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) > 0, y(0) > 0 ñòðåìèòñÿ ê (6, 12) ïðè t → ∞. 1.1.5 Îäíî ïîëîæå-

íèå ðàâíîâåñèÿ (0, 0) è áåñêîíå÷íîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ

îêðóæíîñòÿìè ñ öåíòðàìè â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñàìè rn = 1/n, n ∈ N. Ïðåäåëüíûå öèê-

ëû ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè, à ñ ÷åòíûìè � íåóñòîé÷èâûìè. Ôàçîâûå

òðàåêòîðèè íàêðó÷èâàþòñÿ íà íå÷åòíûå öèêëû, ò. å. äëÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ñ íå÷¼òíûìè n, è

ðàñêðó÷èâàþòñÿ äëÿ ÷åòíûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Óêàçàíèå: äîêàæèòå, ÷òî â ïîëÿðíîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò èñõîäíàÿ ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä:

{

ṙ = −r2 · sin π
r ,

ϕ̇ = 1
. Äàëåå èññëåäóéòå �óíêöèþ

−r2 · sin π
r .
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