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Ââåäåíèå.

Â ñîâðåìåííîì ìèðå êîìïüþòåðíûå òåõíîëîãèè âíåäðåíû ïðàêòè÷åñêè âî âñå íàó÷íûå è ïðèêëàäíûå èññëå-

äîâàíèÿ. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî âûçûâàåò áóðíîå ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí, ïîñêîëüêó ìíîãèå èç

ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí èìåþò âàæíîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå è ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé êîìïüþòåðíûõ òåõíî-

ëîãèé.

Äëÿ ïðàâèëüíîãî è ý��åêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ìíîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîãðàìì òðåáóåòñÿ óìåíèå

ñ�îðìóëèðîâàòü çàäà÷è, âîçíèêàþùèå â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ,

âûáðàòü ïîäõîäÿùèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ, îñìûñëèòü ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ äîñòàòî÷íûé

óðîâåíü ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè.

Â ñåðèè ìåòîäè÷åñêèõ ðàçðàáîòîê ¾ìàòåìàòèêà äëÿ ñîâðåìåííîé õèìèè¿ â ðàìêàõ ïðîåêòà ¾Ìåæäèñöè-

ïëèíàðíûå íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíûåøêîëû Ì�Ó¿ ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû, óñâîåíèå êîòîðûõ ñïîñîáñòâóåò

ïîâûøåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóðû ó÷àùèõñÿ, ðàçâèòèþ èõ ïðî�åññèîíàëüíûõ êîìïåòåíöèé. Âûáîð òåì

ðàçðàáîòîê íå ñëó÷àåí. Îí îñíîâàí íà ìåòîäè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ êà�åäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, íà

ó÷¼òå ìíåíèé êà�åäð õèìè÷åñêîãî �àêóëüòåòà, íà àíàëèçå ðåçóëüòàòîâ ýêçàìåíîâ.

Âàæíàÿ öåëü ýòèõ ðàçðàáîòîê �� îáëåã÷èòü ñàìîñòîÿòåëüíóþ ðàáîòó ñòóäåíòîâ è ñïîñîáñòâîâàòü óñïåøíîé

ñäà÷å ýêçàìåíîâ è çà÷¼òîâ.

Â ýòîì ïîñîáèè ñîäåðæèòñÿ ìàòåðèàë êóðñà ëåêöèé ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ÷èòàåìîãî ñòóäåíòàì

ïåðâîãî êóðñà õèìè÷åñêîãî �àêóëüòåòà Ì�Ó.

�èñ. 1:
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�ëàâà 1

Íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ. Ìàòðèöû.

Îïðåäåëèòåëè

1.1 Ââåäåíèå

1.1.1 ×èñëîâàÿ îñü

Ïðîèçâîëüíàÿ ïðÿìàÿ èìååò äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿ. Âûáåðåì îäíî èç íèõ è íàçîâ¼ì åãî ïî-

ëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì, à ïðîòèâîïîëîæíîå åìó íàçîâ¼ì îòðèöàòåëüíûì íàïðàâëåíèåì. Ïðÿìóþ ñ âû-

áðàííûìè íàïðàâëåíèÿìè íàçîâ¼ì îñüþ. �àññìîòðèì îñü è âûáåðåì ìàñøòàá ( ò.å. îòðåçîê, äëèíó êîòîðîãî

ñ÷èòàåì ðàâíîé åäèíèöå). Â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà áóäåò óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè ýòîì ëþáîé îòðåçîê

áóäåò ìîæíî èçìåðèòü è ÷òî ïîëó÷åííàÿ ïðè èçìåðåíèè äëèíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåéñòâèòåëüíîå( ñèíîíèì

- âåùåñòâåííîå) ÷èñëî. Âûáåðåì íà îñè òî÷êè A è B è ðàññìîòðèì ñîåäèíÿþùèé ýòè òî÷êè îòðåçîê îñè. Åñëè

ìû óêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî òî÷êà A � íà÷àëî îòðåçêà, à òî÷êà B � åãî êîíåö, òî ýòîò îòðåçîê íàïðàâëåííûé,

à åãî íàïðàâëåíèå � îò íà÷àëà ê êîíöó îòðåçêà. Íàïðàâëåííûé îòðåçîê îáû÷íî îáîçíà÷àþò

−−→
AB. Ââåä¼ì

âàæíîå äëÿ äàëüíåéøåãî ïîíÿòèå âåëè÷èíû íàïðàâëåííîãî îòðåçêà. Âåëè÷èíîé íàïðàâëåííîãî îòðåçêà

−−→
AB

íàçûâàþò åãî äëèíó ñî çíàêîì ¾+¿, åñëè íàïðàâëåíèå îòðåçêà ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì îñè è åãî äèíó

ñî çíàêîì ¾ - ¿, åñëè íàïðàâëåíèå îòðåçêà ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíèþ îñè. Áóäåì îáîçíà÷àòü âåëè÷èíó

íàïðàâëåííîãî îòðåçêà

−−→
AB ñèìâîëîì AB, à åãî äëèíó ñèìâîëîì |−−→AB|. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:

AB = −BA, |−−→AB| = |−−→BA| = |AB| = |BA|.

×òîáû èçáåæàòü ïóòàíèöû â äàëüíåéøåì, îòìåòèì î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî |−−→AB| = |AB|, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî
ñòîèò äëèíà îòðåçêà |−−→AB|, à â ïðàâîé ÷àñòè � àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ÷èñëà, ðàâíîãî âåëè÷èíå ýòîãî îòðåçêà.

Ïåðåéä¼ì ê ïîíÿòèÿì ÷èñëîâîé îñè è êîîðäèíàòû òî÷êè íà ýòîé îñè. �àññìîòðèì îñü è çà�èêñèðóåì íà

íåé ëþáóþ òî÷êó, êîòîðóþ íàçîâ¼ì íà÷àëîì êîîðäèíàò è îáîçíà÷èì áóêâîé O. Òîãäà êîîðäèíàòîé òî÷êè M ,

ëåæàùåé íà îñè, íàçîâ¼ì âåëè÷èíó OM îòðåçêà |−−→OM |. Êîîðäèíàòà ñàìîé òî÷êè O ðàâíà 0. Îñü ñ âûáðàííûìè
ìàñøòàáîì è íà÷àëîì êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâîé îñüþ. Åñëè òî÷êà M1 èìååò êîîðäèíàòó x1, à òî÷êà

M2 èìååò êîîðäèíàòó x2, òî

M1M2 = x2 − x1, |−−−−→M1M2| = |x2 − x1|.
Ëþáàÿ òî÷êà M , ëåæàùàÿ íà ÷èñëîâîé îñè, èìååò êîîðäèíàòó, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé íåêîòîðîå äåéñòâè-

òåëüíîå ÷èñëî è ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòîé íåêîòîðîé òî÷êè îñè. Èíûìè ñëîâàìè,

äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà è òî÷êè ÷èñëîâîé îñè íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè. Íà ïåðâûé

âçãëÿä, ýòî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Îäíàêî â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà îíî áóäåò äîêàçàíî. Ïðè÷èíà â

òîì, ÷òî äëÿ ý��åêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ òðåáóåòñÿ áîëüøîé óðîâåíü ñòðîãîñòè â

ðàññóæäåíèÿõ.

1.1.2 Êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå

Åñëè óêàçàí ñïîñîá, ïîçâîëÿþùèé óñòàíàâëèâàòü ïîëîæåíèå òî÷åê íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå çà-

äàíèåì ñîâîêóïíîñòè ÷èñåë, òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ââåäåíà íåêîòîðàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Íàèáîëåå ÷àñòî

7
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âñòðå÷àåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè. Äëÿ ââåäåíèÿ ýòîé ñèñòåìû êîîðäè-

íàò òðåáóåòñÿ çàäàòü ìàñøòàá è âûáðàòü äâå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ÷èñëîâûå îñè, çàíóìåðîâàííûå â

íåêîòîðîì ïîðÿäêå. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ îñåé íàçûâàåòñÿ íà÷àëîì êîîðäèíàò, ñàìè îñè � êîîðäèíàòíûìè

îñÿìè, ïðè÷¼ì ïåðâàÿ èç íèõ íàçûâàåòñÿ îñüþ àáñöèññ, à âòîðàÿ � îñüþ îðäèíàò. Îáîçíà÷èì íà÷àëî êîîð-

äèíàò áóêâîé O, îñü àáñöèññ � ñèìâîëîì Ox, îñü îðäèíàò � ñèìâîëîì Oy. Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà

ïëîñêîñòè. Ïðîâåä¼ì ÷åðåç íå¼ ïåðïåíäèêóëÿðû ê îñÿì Ox è Oy. Îñíîâàíèÿ ýòèõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ îáîçíà-

÷èì Mx è My. Êîîðäèíàòàìè òî÷êè â çàäàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íàçûâàþòñÿ ÷èñëà x = OMx, y = OMy

ò.å. x � êîîðäèíàòà òî÷êè Mx íà îñè Ox, à y � êîîðäèíàòà òî÷êè My íà îñè Oy. Òî, ÷òî òî÷êà M èìååò

êîîðäèíàòû x, y çàïèñûâàåì òàê: M(x, y). Íàïðèìåð, O(0, 0).
�àññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìèM1(x1, y1) è M2(x2, y2)

O

x

y

M

Mx

My

�èñ. 1.1:

âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå:

|−−−−→M1M2| =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2.

Âïîëíå àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòî-

âà ñèñòåìà êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ ââåäåíèÿ

ýòîé ñèñòåìû êîîðäèíàò òðåáóåòñÿ çàäàòü ìàñøòàá è

âûáðàòü òðè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ÷èñëîâûå îñè,

ïåðåñåêàþùèåñÿ â îäíîé òî÷êå, çàíóìåðîâàííûå â íåêî-

òîðîì ïîðÿäêå. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ îñåé íàçûâà-

åòñÿ íà÷àëîì êîîðäèíàò, ñàìè îñè � êîîðäèíàòíûìè

îñÿìè, ïðè÷¼ì ïåðâàÿ èç íèõ íàçûâàåòñÿ îñüþ àáñöèññ,

âòîðàÿ � îñüþ îðäèíàò, òðåòüÿ � îñüþ àïïëèêàò. Îáîçíà÷èì íà÷àëî êîîðäèíàò áóêâîé O, îñü àáñöèññ �

ñèìâîëîì Ox, îñü îðäèíàò � ñèìâîëîì Oy, îñü àïïëèêàò � ñèìâîëîì Oz. Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷-

êà ïëîñêîñòè. Ïðîâåä¼ì ÷åðåç íå¼ ïåðïåíäèêóëÿðû ê îñÿì Ox, Oy, Oz. Îñíîâàíèÿ ýòèõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ

îáîçíà÷èì Mx, My, Mz. Êîîðäèíàòàìè òî÷êè â çàäàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íàçûâàþòñÿ ÷èñëà x = OMx,

y = OMy, z = OMz, ò.å. x � êîîðäèíàòà òî÷êè Mx íà îñè Ox, y � êîîðäèíàòà òî÷êè My íà îñè Oy è z �

êîîðäèíàòà òî÷êè Mz íà îñè Oz. Òî, ÷òî òî÷êà M èìååò êîîðäèíàòû x, y, z, çàïèñûâàåì òàê: M(x, y, z).
Íàïðèìåð, O(0, 0, 0). �àññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè M1(x1, y1, z1) è M2(x2, y2, z2) âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå:

|−−−−→M1M2| =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.

1.1.3 Óðàâíåíèå ëèíèè íà ïëîñêîñòè. Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè. Óðàâíåíèÿ ëèíèè

â ïðîñòðàíñòâå

Ìåòîäàìè ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè èññëåäîâàëèñü ïðÿìàÿ, îêðóæíîñòü, ëîìàíûå ëèíèè íà ïëîñêîñòè, ñîîò-

âåòñòâåííî, ïëîñêîñòü, ñ�åðà, öèëèíäð è êîíóñ â ïðîñòðàíñòâå. Îäíàêî âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ìàòåìàòèêè è å¼

ïðèëîæåíèé ïðèõîäèòñÿ èññëåäîâàòü ñâîéñòâà ðàçëè÷íûõ äðóãèõ ëèíèé è ïîâåðõíîñòåé.

Îáùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ òàêèõ çàäà÷, äàþùèé

O

y

x

z

�èñ. 1.2: Ïîâåðõíîñòü x2 − y2 − z = 0.

îñíîâó ìåòîäàì àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ñîñòîèò â

òîì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ëèíèè è ïîâåðõíîñòè èñ-

ñëåäóþòñÿ ïðè ïîìîùè àíàëèçà óðàâíåíèé, êîòîðûì

óäîâëåòâîðÿþò òî÷êè ýòèõ ëèíèé èëè ïîâåðõíîñòåé.

�àññìîòðèì ñíà÷àëà ëèíèè íà ïëîñêîñòè, íà êîòîðîé

ââåäåíà ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò.

Óðàâíåíèåì äàííîé ëèíèè íàçûâàåòñÿ òàêîå óðàâíå-

íèå F (x, y) = 0, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþò êîîðäèíàòû
x, y êàæäîé òî÷êè ýòîé ëèíèè è íå óäîâëåòâîðÿþò êî-
îðäèíàòû òî÷åê, íà ýòîé ëèíèè íå ëåæàùèõ. Èíûìè

ñëîâàìè, ëèíèÿ � ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïëîñ-

êîñòè, êîîðäèíàòû x, y êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâ-
íåíèþ F (x, y) = 0. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå çàäàíà ïðÿ-

ìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò. Óðàâíåíè-

åì äàííîé ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ òàêîå óðàâíåíèå F (x, y, z) = 0, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþò êîîðäèíàòû x, y,
z êàæäîé òî÷êè ýòîé ïîâåðõíîñòè è íå óäîâëåòâîðÿþò êîîðäèíàòû òî÷åê, íà ýòîé ïîâåðõíîñòè íå ëåæàùèõ.

Èíûìè ñëîâàìè, ïîâåðõíîñòü � ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû x, y, z êîòîðûõ óäî-
âëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ F (x, y, z) = 0. Â ïðîñòðàíñòâåííîé àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ëèíèÿ îáû÷íî çàäà¼òñÿ,
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êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïîâåðõíîñòåé, ïîýòîìó å¼ ìîæíî ñ÷èòàòü ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê, êîîðäèíàòû x,
y, z êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

{

F (x, y, z) = 0,

G(x, y, z) = 0,

ãäå F (x, y, z) = 0 è G(x, y, z) = 0 � óðàâíåíèÿ ýòèõ ïîâåðõíîñòåé.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Â ÷¼ì îòëè÷èå âåëè÷èíû îòðåçêà AB îò äëèíû îòðåçêà |−→AB|?
2. Çàäàäèì ìíîæåñòâî G ⊂ R

3
, G = {(x, y, z) ∈ R

3 ; x2 + y4 + z8 = 0}. ×òî èç ñåáÿ ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî G?
ßâëÿåòñÿ ëè äàííîå ìíîæåñòâî ïîâåðõíîñòüþ?

Óïðàæíåíèÿ ê 1.1.1

Óïðàæíåíèå 1.1.1. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè M1(1, 2, 3, 0) è M2(0, 1, 2,
√
6).

Îòâåòû: 1.1.1 3.

1.2 Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Âåêòîðû è ìàòðèöû

1.2.1 Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ââåäåíèå â òåîðèþ

Êàê óñòàíîâëåíî âûøå, ëèíèè íà ïëîñêîñòè, ïîâåðõíîñòè è ëèíèè â ïðîñòðàíñòâå çàäàþòñÿ ëèáî óðàâíåíèÿìè

âèäà F (x, y) = 0, F (x, y, z) = 0, ëèáî ñèñòåìàìè óðàâíåíèé òàêîãî âèäà.

Íàèáîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé, êîãäà ðàññìàòðèâàåìûå

O

y

x

z

�èñ. 1.3: Ax+By + Cz +D = 0.

óðàâíåíèÿ � ëèíåéíûå, ò.å èìåþò âèä Ax+By+C = 0
èëè Ax + By + Cz + D = 0, ãäå x, y, ñîîòâåòñòâåííî,
x, y, z � ïåðåìåííûå, à A, B, C, D � ïîñòîÿííûå

êîý��èöèåíòû.

Â òîì, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèìè ìåñòàìè òî÷åê, êî-

îðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óêàçàííûì óðàâíå-

íèÿì, ÿâëÿþòñÿ ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè è ïëîñêîñòü â

ïðîñòðàíñòâå, óáåäèìñÿ ïîçæå. Ïîêà ìû ñîñðåäîòî-

÷èì ñâîè óñèëèÿ íà èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ ðåøåíèé ñè-

ñòåì òàêèõ (è ïîäîáíûõ) óðàâíåíèé. Ñèñòåìû ëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêèå

ìîäåëè ìíîãèõ àêòóàëüíûõ çàäà÷ åñòåñòâåííûõ è ñî-

öèàëüíûõ íàóê. Íàïðèìåð, ðåøàÿ çàäà÷è ïðî îêèñëè-

òåëüíî-âîññòàíîâèòåëüíûå ðåàêöèè, Âû óæå ñòàëêèâà-

ëèñü ñ ïîäîáíûìè ñèñòåìàìè óðàâíåíèé.

Íàì ïðåäñòîèò ðàçâèòü èíòåðåñíóþ ìàòåìàòè÷å-

ñêóþ òåîðèþ. Ìû áóäåì âíèìàòåëüíî ñëåäèòü çà ïåðåõîäîì îò ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ê ïîñëåäîâàòåëüíûì

ýòàïàì å¼ ðåøåíèÿ, îáñóæäàòü ïðåäïðèíèìàåìûå øàãè, ââîäèìûå âñïîìîãàòåëüíûå ïîíÿòèÿ è ò.ä. Ýòîò ïðî-

öåññ î÷åíü ïîëåçåí äëÿ ïîâûøåíèÿ óðîâíÿ ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóðû, íåîáõîäèìîé äëÿ òâîð÷åñêîãî ïðèìå-

íåíèÿ Âàìè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ.

Èçëîæåíèå íà÷í¼ì ... ñ öèòàòû èç êíèãè [1℄ àêàäåìèêà Â.È.Àðíîëüäà: "Ñóùåñòâóåò äâà îñíîâíûõ ñïîñîáà

ñòàâèòü çàäà÷ó: �ðàíöóçñêèé ñïîñîá ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü âîïðîñ íàèáîëåå îáùèì îáðàçîì,

ò.å. òàê, ÷òîáû åãî íåëüçÿ áûëî áû äàëåå îáîáùèòü áåç ïîòåðè ñìûñëà, â òî âðåìÿ êàê ðóññêèé ñïîñîá ñîñòîèò

â òîì, ÷òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü åãî â òîì ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîòîðûé íåëüçÿ äàëåå óïðîñòèòü, íå ëèøàÿ

âîïðîñ åãî îñíîâíîãî ñîäåðæàíèÿ."

Íà÷í¼ì èñïîëüçîâàòü �ðàíöóçñêèé ñïîñîá. ×òî ìîæíî îáîáùàòü? Âî-ïåðâûõ, ìîæíî ñïðîñèòü ñåáÿ, ïî-

÷åìó ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ òîëüêî ïåðåìåííûìè x, y, z? Âî ìíîãèõ ðåàëüíûõ çàäà÷àõ ïåðåìåííûõ áîëüøå. À

ñêîëüêî èõ? Íåèçâåñòíîå a priori ÷èñëî, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì n. Â ïðèâåä¼ííûõ âûøå ïðèìåðàõ ëèíåéíûõ
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óðàâíåíèé ÷èñëî n ðàâíî 2 è 3, ñîîòâåòñòâåííî. Â îáùåì ñëó÷àå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

âèäà a1x1 + · · ·+ anxn − b = 0. À ñêîëüêî ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèé? �àññóæäàÿ ¾ïî �ðàíöóçñêè¿ �

íåèçâåñòíîå çàðàíåå ÷èñëî, êîòîðîå îáîçíà÷èì m. Â èòîãå ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé âèäà











a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + · · ·+ amnxn = bm.

(1.2.1)

Â ýòîé ñèñòåìå x1, · · · , xn � èñêîìûå âåëè÷èíû, à ÷èñëà a11, . . . , amn, b1, . . . , bm � çàäàííûå êîý��èöèåíòû

ñèñòåìû. Ñèñòåìó (1.2.1) îáùåãî âèäà áóäåì èçó÷àòü â ñëåäóþùåì ñåìåñòðå, â êóðñå ëèíåéíîé àëãåáðû. Â

êóðñå àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ÷èñëà m, n íå áîëüøå 5. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî òî÷êà ñ äâóìÿ êîîðäèíàòàìè
(x1, x2) � ýòî òî÷êà ïëîñêîñòè, à òî÷êà ñ òðåìÿ êîîðäèíàòàìè (x1, x2, x3) � ýòî òî÷êà ïðîñòðàíñòâà. Ïîýòîìó

óñòàíîâëåííûì ñâîéñòâàì ðåøåíèé ñèñòåìû ìîæíî áóäåò äàòü íàãëÿäíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ.

Âïðî÷åì, â èçëîæåíèè êóðñà àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ÷àñòî áóäóò äåëàòüñÿ ¾âçãëÿäû â áóäóùåå¿ è ðàñ-

ñìàòðèâàòüñÿ îáúåêòû êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû, êîòîðûå õîòÿ è íå èìåþò íåïîñðåäñòâåííîé ãåîìåòðè÷åñêîé

òðàêòîâêè (íàïðèìåð, òî÷êè (x1, . . . , xn) ïðîñòðàíñòâà n èçìåðåíèé), íî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáîáùåíèÿ

èíòóèòèâíî ÿñíûõ, íàãëÿäíûõ ïîíÿòèé. Âîçâðàòèìñÿ ê ñèñòåìå (1.2.1). Íà ïåðâûé âçãëÿä, å¼ ëåãêî ðåøèòü,

ïîñëåäîâàòåëüíî èñêëþ÷àÿ íåèçâåñòíûå (ýòî � ìåòîä �àóññà). �åøåíà ëè íàøà çàäà÷à? Êàæåòñÿ, ðåøåíà.

Óêàçàí ñïîñîá, â ïðèíöèïå ïîçâîëÿþùèé èññëåäîâàòü ëþáóþ ñèñòåìó òàêîãî âèäà. Íî � âñòàíåì íà ïîçè-

öèþ êðèòèêà. Çàïèñàòü, ïðè ïðîèçâîëüíûõ ðàçìåðàõ ñèñòåìû, óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ýòîé ñèñòåìû è äàòü

�îðìóëó äëÿ å¼ ðåøåíèé � ñîâñåì íå ïðîñòî. Ïîýòîìó äàâàéòå ïðîäîëæèì íàøè ðàññìîòðåíèÿ è ïîñòàðà-

åìñÿ ïîíÿòü, ÷òî æå ìû õîòèì ïîëó÷èòü? Ïðèøëî âðåìÿ èñïîëüçîâàòü ðóññêèé ïîäõîä (ñì. öèòàòó âûøå) è

ìàêñèìàëüíî óïðîñòèòü ñèñòåìó (1.2.1), ñâåäÿ å¼, ïðè m = n = 1, ê îäíîìó óðàâíåíèþ

ax = b.

Åñëè a 6= 0, òî x = b/a, èëè
x = a−1b.

Åñëè æå a = 0, íî b 6= 0, òî óðàâíåíèå ax = b ïðèíèìàåò âèä 0 ·x = b, à ýòî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé. Åñëè
æå a = 0, b = 0, òî óðàâíåíèå ax = b ñâîäèòñÿ ê ðàâåíñòâó 0x = 0, âåðíîìó ïðè ëþáîì x. Ïîñòàâèì ïåðåä

ñîáîé çàäà÷ó çàïèñàòü ñèñòåìó (1.2.1) â âèäå, ïîõîæåì íà óðàâíåíèå ax = b, à òàêæå ïîëó÷èòü äëÿ ðåøåíèé

ñèñòåìû �îðìóëó, ïîäîáíóþ ðàâåíñòâó x = a−1b.

1.2.2 Âåêòîðû-ñòîëáöû

Íà÷í¼ì óïðîùàòü ñèñòåìó (1.2.1) ïðîèçâîëüíûõ ðàçìåðîâ. �àçíûå óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ñîäåðæàò îäíè è

òå æå ïåðåìåííûå x1, . . . , xn. Ýòè ïåðåìåííûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê êîý��èöèåíòû ïðè íîâûõ îáúåêòàõ,

êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü âåêòîðàìè-ñòîëáöàìè è êîòîðûå èìåþò âèä







a11
.

.

.

am1






, . . . ,







a1n
.

.

.

amn






.

Ìû ââåëè â ðàññìîòðåíèå íîâûå îáúåêòû è äîëæíû îïèñàòü èõ ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà. Ïðåæäå âñåãî

ñëåäóåò âûÿñíèòü, êîãäà îáúåêòû







a1
.

.

.

am






,







b1
.

.

.

bm







ðàâíû ìåæäó ñîáîé? Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðû-ñòîëáöû ~a,~b ðàâíû ìåæäó ñîáîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âûïîëíåíû ðàâåíñòâà ak = bk, k = 1, . . . ,m. Îïðåäåëèì ñóììó âåêòîðîâ�ñòîëáöîâ åñòåñòâåííûì îáðàçîì:

~a+~b =







a1 + b1
.

.

.

am + bm






.



1.2. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Âåêòîðû è ìàòðèöû 11

Ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà α íà âåêòîð-ñòîëáåö ~a îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

αa =







αa1
.

.

.

αam






.

Èñïîëüçóÿ ââåä¼ííûå îïðåäåëåíèÿ, ëåãêî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâà:

1. ~a+~b = ~b+ ~a.

2. ~a+ (~b+ ~c) = (~a+~b) + ~c.

3. ~a+ ~0 = ~0 + ~a, ãäå ~0 � âåêòîð ñòîëáåö, ñîñòîÿùèé èç m íóëåé.

4. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà-ñòîëáöà ~a ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé âåêòîð-ñòîëáåö −~a òàêîé, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåí-
ñòâî ~a+ (−~a) = 0.

5. α(~a+~b) = α~a+ α~b.

6. (αβ)~a = α(β~a).

7. 1 · ~a = ~a.

8. 0 · ~a = ~0.

9. α ·~0 = ~0.

Ñ ó÷¼òîì îïðåäåëåíèé è óñòàíîâëåííûõ ðàâåíñòâ, ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó (1.2.1) ê óðàâíåíèþ

x1~a1 + · · ·+ xn~an = ~b, (1.2.2)

â êîòîðîì

~a1 =







a11
.

.

.

am1






, . . . , ~an =







a1n
.

.

.

amn






, ~b =







b1
.

.

.

bm






.

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Âûðàæåíèå x1~a1 + · · ·+ xn~an íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ ~a1, . . . , ~an ñ

êîý��èöèåíòàìè x1, . . . , xn.

Çàìå÷àíèå 1. • Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâèòü âåêòîð

~b â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
âåêòîðîâ a1, . . . , an ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (1.2.1).

• Òî÷íî òàê æå, êàê âåêòîðû ñòîëáöû, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è âåêòîðû-ñòðîêè ~a = (a1, . . . , am), ñ àíàëî-
ãè÷íûìè îïðåäåëåíèÿìè ðàâåíñòâà âåêòîðîâ, ñóììû âåêòîðîâ, ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñëà íà âåêòîð è ñ òåìè

æå ñàìûìè ñâîéñòâàìè ýòèõ îïåðàöèé.

1.2.3 Ìàòðèöû. Êðàòêàÿ çàïèñü ñèñòåìû óðàâíåíèé

Óðàâíåíèå (1.2.2) íå ñîâñåì ïîõîæå íà óðàâíåíèå ax = b. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîáèòüñÿ ïîëíîãî ñõîäñòâà, ñëåäóåò

çàìåíèòü íàáîð ÷èñåë a11, . . . , a1n, . . . , am1, . . . , amn êàêèì-òî îäíèì îáúåêòîì. Òàê êàê ñàìà ñèñòåìà (1.2.1)

èçîáðàæåíà â âèäå òàáëèöû, åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü òàáëèöó, ñîñòàâëåííóþ èç êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìû,

ðàñïîëîæåííûõ òàê æå, êàê îíè ðàñïîëîæåíû â ñèñòåìå:

A =





a11 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 . . . amn



 .

Ýòà òàáëèöà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ñèñòåìû. Ýòà ìàòðèöà èìååò m ñòðîê, ñòðîêà ñ íîìåðîì k ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íàáîð ÷èñåë ak1, . . . , akn, è n ñòîëáöîâ, ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ~a1, . . . , ~an. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàòðèöà

A èìååò ðàçìåð m× n.



12 �ëàâà 1. Íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ. Ìàòðèöû. Îïðåäåëèòåëè

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ñëåäóåò âûÿñíèòü ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà íîâûõ îáúåêòîâ � ìàòðèö. Áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî ìàòðèöà A ðàçìåðà m× n ðàâíà ìàòðèöå B òàêîãî æå ðàçìåðà

B =





b11 . . . b1n
. . . . . . . . . . . . . .
bm1 . . . bmn



 .

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m âûïîëíåíû ðàâåíñòâà akj = bkj . Îòìåòèì,
÷òî ãîâîðèòü î ðàâåíñòâå ìàòðèö, èìåþùèõ ðàçëè÷íûå ðàçìåðû, ëèøåíî ñìûñëà.

Îïðåäåëèì ñóììó ìàòðèö A è B îäèíàêîâîãî ðàçìåðà ðàâåíñòâîì

A+B =





a11 + b11 . . . a1n + b1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 + bm1 . . . amn + bmn



 .

è ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà α íà ìàòðèöó A ðàâåíñòâîì

αA =





αa11 . . . αa1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
αam1 . . . αamn



 .

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ñóììû ìàòðèö è ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèöû íà ÷èñëî, ëåãêî óñòàíîâèòü, îïåðàöèè íàä

ìàòðèöàìè îáëàäàþò òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè:

1. A+B = B +A.

2. A+ (B + C) = (A+B) + C.

3. A+ 0 = 0 +A, ãäå 0 � íóëåâàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m× n, ò.å. 0 =





0 . . . 0
. . . . . . . . .
0 . . . 0





.

4. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ñóùåñòâóåò ìàòðèöà (−A), òàêàÿ, ÷òî A+ (−A) = 0, −A =





−a11 . . . −a1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
−am1 . . . −amn





.

5. α(A+B) = αA+ αB.

6. (αβ)A = α(βA).

7. 1 ·A = A.

8. 0 ·A = 0.

9. α · 0 = 0.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà 8 ñèìâîë 0 îáîçíà÷àåò ÷èñëî íîëü, à â ïðàâîé åãî ÷àñòè,

ðàâíî êàê è âñþäó â ðàâåíñòâå 9, ýòîò ñèìâîë îáîçíà÷àåò íóëåâóþ ìàòðèöó. Èñïîëüçîâàíèå îäíîãî è òîãî æå

ñèìâîëà 0 äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ðàçíûõ îáúåêòîâ, êàê ïðàâèëî, íå âûçûâàåò íåäîðàçóìåíèé. Òàì, ãäå ýòî áóäåò

íåîáõîäèìî, áóäåò ñïåöèàëüíî îãîâîðåíî, ÷òî ýòîò ñèìâîë 0 îáîçíà÷àåò.
Ââåä¼ííûå îïåðàöèè ïîêà íå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü äëÿ ñèñòåìû (1.2.1) êðàòêóþ çàïèñü, ïîäîáíóþ ax = b.

Îïðåäåëèì îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ A ðàçìåðàm×n íà âåêòîð-ñòîëáåö ~x ñ êîîðäèíàòàìè x1, . . . , xn ðàâåíñòâîì

Ax =





a11 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 . . . amn











x1
.

.

.

xn






=







a11x1 + · · ·+ a1nxn
.

.

.

am1x1 + · · ·+ amnxn






.

�åçóëüòàòîì ýòîé îïåðàöèè ÿâëÿåòñÿ âåêòîð�ñòîëáåö ñ m êîîðäèíàòàìè. Òîãäà, ââèäó îïðåäåëåíèÿ ðàâåíñòâà

âåêòîðîâ, ñèñòåìà (1.2.1) ðàâíîñèëüíà ðàâåíñòâó âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ, èìåþùåìó âèä

Ax = b. (1.2.3)

Óðàâíåíèå (1.2.3) âïîëíå ïîõîæå íà óðàâíåíèå (1.2.1).

Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòü ïîñòàâëåííîé çàäà÷è óñïåøíî ðåøåíà.
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1.2.4 Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö. Åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà

�àññìîòðåííóþ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð ëåãêî îáîáùèòü è îïðåäåëèòü

ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû ðàçìåðà m× n íà ìàòðèöó ðàçìåðà n× k. Ïóñòü çàäàíà ìàòðèöà A ðàçìåðîì m× n
è ìàòðèöà B ðàçìåðà n× k

B =





b11 . . . b1k
. . . . . . . . . . . . .
bn1 . . . bnk



 .

Îïðåäåëèì èõ ïðîèçâåäåíèå AB = A ·B, êàê ìàòðèöó C ðàçìåðà m× k, ýëåìåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ïî

�îðìóëå

cij =

n
∑

s=1

aisbsl = ai1b1j + · · ·+ ainbnj , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , k. (1.2.4)

Ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ñòîëáåö ñ íîìåðîì j ìàòðèöû AB ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû A
íà ñòîëáåö ñ íîìåðîì j ìàòðèöû B. Îïåðàöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

• A(BC) = (AB)C, åñëè A èìååò ðàçìåð m× n, B èìååò ðàçìåð n× k, C èìååò ðàçìåð k × p.

• A(B + C) = AB +AC, åñëè A èìååò ðàçìåð m× k, B, C èìåþò ðàçìåð k × n.

�àâåíñòâî AB = BA â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî. Íàïðèìåð, åñëè A èìååò ðàçìåð m× n, B èìååò ðàçìåð l × k
è n 6= l, òî ìàòðèöà BA ïðîñòî íå îïðåäåëåíà. Åñëè æå îïðåäåëåíû îáà ïðîèçâåäåíèÿ AB, BA è âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî AB = BA, òî ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöû A, B êîììóòèðóþò. Íàïîìíèì, ÷òî äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî 1
îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà a ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà a ·1 = 1 ·a = a. Ïî àíàëîãèè, ñëåäóåò
îïðåäåëèòü åäèíè÷íóþ ìàòðèöó E êàê ìàòðèöó, äëÿ êîòîðîé äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

AE = EA = A. Îäíàêî, åñëè A èìååò ðàçìåð m × n, m 6= n, òî ýòè ðàâåíñòâà íåâîçìîæíû íè äëÿ êàêîé

ìàòðèöû E. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îïðåäåëåíà ìàòðèöà AE è AE = A, òî ìàòðèöà E äîëæíà èìåòü ðàçìåð

n × n, åñëè îïðåäåëåíà ìàòðèöà EA è EA = A òî ìàòðèöà E äîëæíà èìåòü ðàçìåð m × m è ðàâåíñòâî

AE = EA = A íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì êâàäðàòíûå ìàòðèöû ðàçìåðà n × n.
Íàçîâ¼ì åäèíè÷íîé ìàòðèöåé ðàçìåðà n× n ìàòðèöó

E =













1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1













,

ó êîòîðîé íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò 1, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ äåéñòâèòåëü-
íîãî ÷èñëà a 6= 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî a−1

òàêîå, ÷òî a−1a = aa−1 = 1. Ïî àíàëîãèè, îïðåäåëèì äëÿ êâàäðàòíîé

ìàòðèöû A îáðàòíóþ ìàòðèöó A−1
óñëîâèåì A−1 A = AA−1 = E. Âîïðîñ, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ îáðàòíàÿ

ìàòðèöà ñóùåñòâóåò, áóäåò ïîäðîáíî ðàññìîòðåí ïîçæå. Îòìåòèì ëèøü, çàáåãàÿ âïåð¼ä, ÷òî óñëîâèþ a 6= 0,
íåîáõîäèìîìó è äîñòàòî÷íîìó äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ÷èñëà a−1

, ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèå îòëè÷èÿ îò íóëÿ îïðå-

äåëèòåëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìàòðèöû. ×òî òàêîå îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, áóäåò ðàññêàçàíî äàëåå.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Âåðíî ëè ðàâåíñòâî AB = BA äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàçìåðà 2× 2? Åñëè íåò, ïðèâåñòè ïðèìåð. Åñëè äà, òî

äîêàçàòü.

2. Ñóùåñòâóåò ëè ìàòðèöà A ðàçìåðà 2× 2 è 3× 3, îòëè÷íàÿ îò íóëåâîé ÷òî A3 = 0?

Óïðàæíåíèÿ ê 1.2

Óïðàæíåíèå 1.2.1. Íàéäèòå ìàòðèöó îáðàòíóþ ê ìàòðèöå −E.

Óïðàæíåíèå 1.2.2. Ïóñòü ìàòðèöà A ðàçìåðà 3× 3 òàêîâà, ÷òî A4 = 0. Íàéäèòå ìàòðèöó îáðàòíóþ ê E +A+
A2 + A3

.

Îòâåòû: 1.2.1 −E. 1.2.1 E − A.
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1.3 �åøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ñëó÷àå m 6 3, n 6 3

1.3.1 �åøåíèå ñèñòåìû äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè

�àññìîòðèì ñèñòåìó

{

a11x1 + a12x2 = b1,

a21x1 + a22x2 = b2.
(1.3.5)

Áóäåì ðåøàòü å¼, èñêëþ÷àÿ íåèçâåñòíûå. Åñëè óìíîæèòü ïåðâîå èç óðàâíåíèé (1.3.5) íà ÷èñëî a21, à âòîðîå
óðàâíåíèå íà ÷èñëî a11 è âû÷åñòü èç âòîðîãî ïîëó÷åííîãî ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ ïåðâîå, òî ïðèä¼ì ê óðàâíåíèþ

(a11a22 − a12a21)x2 = b2a11 − b1a21, (1.3.6)

ÿâëÿþùåìóñÿ ñëåäñòâèåì ýòîé ñèñòåìû. Ïðè óñëîâèè

a11a22 − a12a21 6= 0 (1.3.7)

ïîëó÷àåì

x2 =
b2a11 − b1a21
a11a22 − a12a21

.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå çíà÷åíèå x2 â ïåðâîå èç óðàâíåíèé (1.3.5), ïîëó÷àåì

a11x1 =
(a22b1 − a12b2)a11
a11a22 − a12a21

.

Ïîäñòàíîâêà çíà÷åíèÿ x2 âî âòîðîå èç óðàâíåíèé (1.3.5) äà¼ò

a21x1 =
(a22b1 − a12b2)a21
a11a22 − a12a21

.

Èç óñëîâèÿ (1.3.7) ñëåäóåò, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë a11, a21 íå ðàâíî 0, ïîýòîìó èç ïðåäûäóùèõ ðàâåíñòâ

ñëåäóåò, ÷òî

x1 =
a22b1 − a12b2
a11a22 − a12a21

.

Åñëè óñëîâèå (1.3.7) íå âûïîëíåíî è ïðè ýòîì b2a11 − b1a21 6= 0, òî óðàâíåíèå (1.3.6) ïðèíèìàåò âèä ïðî-

òèâîðå÷èâîãî ðàâåíñòâà è, ñëåäîâàòåëüíî, íå èìååò ðåøåíèé. Ïîýòîìó íå èìååò ðåøåíèé èñõîäíàÿ ñèñòåìà

(1.3.5). Åñëè æå (1.3.7) íå âûïîëíåíî è

b2a11 − b1a22 = 0,

òî óðàâíåíèå (1.3.6) ïðèíèìàåò âèä 0 · x2 = 0 è åìó óäîâëåòâîðÿåò ëþáîå çíà÷åíèå x2. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
óñëîâèÿ a11a22 − a12a21 = 0 è (3.8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

a11
a21

=
a12
a22

=
b1
b2
,

ïðè ñîãëàøåíèè î òîì, ÷òî åñëè çíàìåíàòåëü êàêîé-òî èç äðîáåé ðàâåí 0, òî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî è

÷èñëèòåëü ýòîé äðîáè ðàâåí 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî êîý��èöèåíòû óðàâíåíèé ñèñòåìû (1.3.5) ïðîïîðöèîíàëüíû

è îäíî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû ëèøíåå, îíî � ñëåäñòâèå äðóãîãî. Ñëåäîâàòåëüíî ìîæíî èñêëþ÷èòü îäíî èç

óðàâíåíèé, à ïðè ïîäñòàíîâêå ëþáîãî çíà÷åíèÿ x2 èç íåãî ìîæíî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå x1.
Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ïðè óñëîâèè (1.3.7) ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, à åñëè ýòî óñëîâèå íå

âûïîëíåíî, òî ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, ëèáî âîâñå íå èìååò ðåøåíèé. Òàêèì îáðàçîì,

âåëè÷èíà a11a22 − a12a21 èãðàåò ðåøàþùóþ ðîëü. Å¼ íàçûâàþò îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 1.3.1. Äëÿ îïðåäåëèòåëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû ðàçìåðà 2× 2

A =

(

a b
c d

)

èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ |A| èëè detA, ïðè ýòîì

|A| = detA =

∣

∣

∣

∣

a b
c d

∣

∣

∣

∣

= ad− bc.



1.3. �åøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ñëó÷àå M 6 3, N 6 3 15

Â ìàòðè÷íîé çàïèñè ñèñòåìà (1.3.5) ïðèíèìàåò âèä A~x = ~b, ãäå

A =

(

a11 a12
a21 a22

)

, ~x =

(

x1
x2

)

, ~b =

(

b1
b2

)

.

Òàê êàê èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

b1a22 − b2a12 =

∣

∣

∣

∣

b1 a12
b2 a22

∣

∣

∣

∣

, b2a11 − b1a21 =

∣

∣

∣

∣

a11 b1
a21 b2

∣

∣

∣

∣

,

�îðìóëû íà x1 è x2, ïðè óñëîâèè (1.3.7), ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

x1 =

∣

∣

∣

∣

b1 a12
b2 a22

∣

∣

∣

∣

|A| , x2 =

∣

∣

∣

∣

a11 b1
a21 b2

∣

∣

∣

∣

|A| .

Ïîëó÷åííûå �îðìóëû íàçûâàþò ïðàâèëîì Êðàìåðà äëÿ ñèñòåìû (1.3.5).

1.3.2 �åøåíèå ñèñòåìû òð¼õ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè

Â ñëó÷àå ñèñòåìû óðàâíåíèé











a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1,

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2,

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3.

(1.3.8)

ìîæíî òîæå èñïîëüçîâàòü ìåòîä �àóññà ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ. Îòìåòèì, ÷òî ñðåäè

÷èñåë a11, a21, a31 õîòÿ áû îäíî îòëè÷íî îò 0, èíà÷å ïåðåìåííàÿ x1 ïðîñòî íå âõîäèò â ñèñòåìó, à ìû ðàññìàò-

ðèâàåì ñèñòåìû ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a11 6= 0, òàê êàê â ïðîòèâíîì ìîæíî ïåðåñòàâèòü

ìåñòàìè óðàâíåíèÿ ñèñòåìû. Òîãäà ìîæíî âû÷åñòü èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.3.8) å¼ ïåðâîå óðàâíåíèå,

óìíîæåííîå íà ÷èñëî a21/a11, à èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ � ïåðâîå, óìíîæåííîå íà a31/a11. Ê ïîëó÷åííûì â ðå-

çóëüòàòå óðàâíåíèÿì ïðèìåíèì ìåòîä ðåøåíèÿ èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà (ïîëó÷èëàñü ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé

ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè x2, x3). Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ x2, x3 â ïåðâîå óðàâíåíèå, íàéä¼ì
çíà÷åíèå x1. Îïèñàííûé ïðîöåññ äàñò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.3.8), åñëè â ðåçóëüòàòå èñêëþ÷å-

íèÿ ïåðåìåííûõ, íàïðèìåð, x1, x2, ïîëó÷èì óðàâíåíèå âèäà Kx3 = L, â êîòîðîì K 6= 0. Ìîæíî ïðîâåðèòü

(ñäåëàéòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ), ÷òî ýòî ÷èñëî K âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîý��èöèåíòû

ñèñòåìû (1.3.8) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

K = a11a22a33 + a13a21a32 + a12a23a31 − a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åíííîãî âûðàæåíèÿ èìååò äëÿ ñèñòåìû (1.3.8) òîò æå ñìûñë, ÷òî âåëè÷èíà a11a22 −
a12a21 = |A| äëÿ ñèñòåìû (1.3.5). Åñòåñòâåííî, ÷òî å¼ íàçûâàþò îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû ñèñòåìû (1.3.8) è

îáîçíà÷àþò |A| èëè detA. Èòàê,

|A| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a11a22a33 + a13a21a32 + a12a23a31 − a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ðàçìåðà 2× 2 è 3× 3.

2. Ñêîëüêî ðåøåíèé ó óðàâíåíèÿ

(

21 3
7 1

)

~x = ~0? Âûïèøèòå âñå ðåøåíèÿ.

Óïðàæíåíèÿ ê 1.3

Óïðàæíåíèå 1.3.1. Íàéäèòå îïðåäåëèòåëè ìàòðèö A =

(

1 3
7 1

)

, B =





1 8 7
2 3 1
−3 2 5





.

Îòâåòû: 1.3.1 |A| = 20, |B| = 0.
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1.4 Îïðåäåëèòåëè

1.4.1 Âûðàæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ÷åðåç åãî êîý��èöèåíòû

Âûðàæåíèÿ äëÿ îïðåäåëèòåëåé ìàòðèö âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêà, íà ïåðâûé âçãëÿä, ñîâñåì íå ïîõîæè äðóã

íà äðóãà. Îäíàêî ïðè áîëåå âíèìàòåëüíîì èõ ðàññìîòðåíèè ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî êàê âåëè÷èíà a11a22−a12a21,
òàê è âåëè÷èíà a11a22a33 + a13a21a32 + a12a23a31 − a13a22a31 − a11a23a31 − a12a21a33 èìåþò îïðåäåë¼ííûå

çàêîíîìåðíîñòè ñòðîåíèÿ. Â êàæäîì èç ýòèõ ïðîèçâåäåíèé ïåðâûìè íîìåðàìè èõ ñîìíîæèòåëåé ÿâëÿþòñÿ

÷èñëà 1 è 2 (ó ýëåìåíòîâ a11, a12 ïåðâûé íîìåð ðàâåí 1, ó ýëåìåíòîâ a21, a22 ïåðâûé íîìåð ðàâåí 2), âòîðûìè
íîìåðàìè � òå æå ÷èñëà, íî â ðàçíîì ïîðÿäêå. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â êàæäîì èç ïðîèçâåäåíèé

a11a22a33, a13a21a32, a12a23a31, a13a22a31 , a11a23a31, a12a21a33 ïåðâûå íîìåðà ñîìíîæèòåëåé � ýòî ÷èñëà 1, 2, 3.
Âòîðûå íîìåðà � òå æå ÷èñëà 1, 2, 3, ïåðåñòàâëåííûå ìåñòàìè. ßñíî, ÷òî ÷èñëà 1, 2 ìîæíî ïåðåñòàâèòü äâóìÿ
ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè: 1, 2 è 2, 1. �àññìîòðèì ïåðåñòàíîâêè ÷èñåë 1, 2, 3. Íà ïåðâîå ìåñòî ìîæíî ïîñòàâèòü
ëþáîå èç íèõ. Ýòî äà¼ò 3 âîçìîæíîñòè. Çà�èêñèðîâàâ ÷èñëî íà ïåðâîì ìåñòå, èìååì äâå âîçìîæíîñòè âûáîðà

÷èñëà íà âòîðîì ìåñòå. Ïðè �èêñèðîâàííûõ äâóõ ÷èñëàõ íà ïåðâîì è âòîðîì ìåñòå îñòà¼òñÿ ëèøü îäíà

âîçìîæíîñòü ïîñòàâèòü ÷èñëî íà òðåòüå ìåñòî. Èòîãî èìååì 3 ·2 ·1 = 6 ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë 1, 2, 3.
�àññóæäàÿ âïîëíå àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì, ÷òî èìååòñÿ n(n− 1)(n− 2) . . . 3 · 2 · 1 = n! ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê
÷èñåë 1, 2, . . . , n. Ïåðåñòàíîâêó ÷èñåë 1, 2, . . . , n óäîáíî îáîçíà÷àòü òàê:

τ =

(

1 . . . n
τ(1) . . . τ(n)

)

, (1.4.9)

ãäå τ(1), . . . , τ(n) � òå æå ÷èñëà 1, 2, . . . , n, íî â äðóãîì ïîðÿäêå. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ÷ëåí îïðåäå-

ëèòåëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà èìååò âèä ±a1τ(1)a2τ(2), à ëþáîé ÷ëåí îïðåäåëèòåëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà èìååò âèä

±a1τ(1)a2τ(2)a3τ(3). Ïåðåéä¼ì ê âîïðîñó î òîì, êàê îïðåäåëèòü çíàê, ñ êîòîðûì ÷ëåíû óêàçàííîãî âèäà âõî-

äÿò â îïðåäåëèòåëü.

Îïðåäåëåíèå 1.4.1. �àññìîòðèì ïåðåñòàíîâêó (1.4.9) è íàçîâ¼ì èíâåðñèåé ïàðó ÷èñåë τ(i), τ(j) òàêèõ, ÷òî
i < j, íî τ(i) > τ(j). Íàçîâ¼ì ïåðåñòàíîâêó (1.4.9) ÷¼òíîé, åñëè â íåé ÷¼òíîå ÷èñëî èíâåðñèé è íå÷¼òíîé,

åñëè ÷èñëî èíâåðñèé íå÷¼òíîå.

Ï ð è ì å ð 1.4.1. Ïåðåñòàíîâêà

(

1 2 3
1 3 2

)

� íå÷¼òíàÿ ñ îäíîé èíâåðñèåé,

(

1 2 3
3 1 2

)

� ÷¼òíàÿ

ïåðåñòàíîâêà ñ äâóìÿ èíâåðñèÿìè.

Çàìåòèì, ÷òî â âåëè÷èíå a11a22−a12a21 ñî çíàêîì ïëþñ ñòîèò âûðàæåíèå a11a22, ñîîòâåòñòâóþùåå ÷¼òíîé

ïåðåñòàíîâêå

(

1 2
1 2

)

(íîëü èíâåðñèé), à ñî çíàêîì ìèíóñ ñòîèò a12a21, ñîîòâåòñòâóþùåå íå÷¼òíîé ïåðåñòà-

íîâêå

(

1 2
2 1

)

. Àíàëîãè÷íî, â âûðàæåíèå a11a22a33+a13a21a32+a12a23a31−a13a22a31−a11a23a31−a12a21a33
ñî çíàêîì ïëþñ âõîäÿò âûðàæåíèÿ a1τ(1)a2τ(2)a3τ(3), ñîîòâåòñòâóþùèå ÷¼òíûì ïåðåñòàíîâêàì

(

1 2 3
1 2 3

)

,

(

1 2 3
3 1 2

)

,

(

1 2 3
2 3 1

)

,

à ñî çíàêîì ìèíóñ � âûðàæåíèÿ a1τ(1)a2τ(2)a3τ(3), ñîîòâåòñòâóþùèå íå÷¼òíûì ïåðåñòàíîâêàì

(

1 2 3
3 2 1

)

,

(

1 2 3
1 3 2

)

,

(

1 2 3
2 1 3

)

.

Îáîçíà÷èì

σ(τ) =

{

1, åñëè τ � íå÷¼òíàÿ ïåðåñòàíîâêà,

2, åñëè τ � ÷¼òíàÿ ïåðåñòàíîâêà.

Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà a11a22−a12a21 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó âåëè÷èí âèäà (−1)σ(τ)a1τ(1)a2τ(2), âçÿòóþ
ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì τ ÷èñåë 1, 2, à âåëè÷èíà a11a22a33 + a13a21a32 + a12a23a31 − a13a22a31 − a11a23a31 −
a12a21a33 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó âåëè÷èí âèäà (−1)σ(τ)a1τ(1)a2τ(2)a3τ(3), âçÿòóþ ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì τ
÷èñåë 1, 2, 3. Îáîáùàÿ ýòî íàáëþäåíèå, ïîëîæèì, ïî îïðåäåëåíèþ, îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû

A =





a11 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann



 .
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ðàâíûì

|A| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
∑

τ

(−1)σ(τ)a1τ(1)a2τ(2) . . . anτ(n), (1.4.10)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì τ ÷èñåë 1, 2, . . . , n.

1.4.2 Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé

Öåëü ýòîãî ïóíêòà � ïîäãîòîâèòü àïïàðàò äëÿ ïîëó÷åíèÿ �îðìóë, äàþùèõ ÿâíûé âèä ðåøåíèé ñèñòåìû

(1.3.8) è äàæå áîëåå îáùåé ñèñòåìû (1.2.1) â ñëó÷àå m = n. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ

îïðåäåëèòåëåé. Ìû ñ�îðìóëèðóåì èõ äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàçìåðà 3 × 3, íî ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî

àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò îïðåäåëèòåëè (1.4.10) êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïðîèçâîëüíîãî ðàçìåðà.

1.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a21 a31
a12 a22 a32
a13 a23 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(1.4.11)

Êðàòêàÿ çàïèñü ýòîãî ðàâåíñòâà: |A| = |AT |, ãäå AT
îáîçíà÷àåò òàê íàçûâàåìóþ òðàíñïîíèðîâàííóþ

ìàòðèöó:





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33





T

=





a11 a21 a31
a12 a22 a32
a13 a23 a33



 .

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ñòðîêàìè òðàíñïîíèðîâàííîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ ñòîëá-

öû èñõîäíîé ìàòðèöû è íàîáîðîò. Ýòî ìîæíî çàïèñàòü òàê: aTij = aji äëÿ âñåõ i, j. �àâåíñòâî (1.4.11)

ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì. Îñòàâëÿåì ïðîâåðêó ÷èòàòåëþ.

Îòìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî 1 îïðåäåëèòåëåé ïîçâîëÿåò â äàëüíåéøåì ïåðåíîñèòü ñâîéñòâà, óñòàíîâëåííûå

äëÿ ñòðîê îïðåäåëèòåëÿ, íà åãî ñòîëáöû è íàîáîðîò.

2. Ïåðåñòàíîâêà ëþáûõ äâóõ ñòðîê(ñòîëáöîâ) îïðåäåëèòåëÿ ïðèâîäèò ê èçìåíåèþ åãî çíàêà. Íàïðèìåð,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a21 a22 a23
a11 a12 a13
a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Ýòó �îðìóëó òàêæå ëåãêî ïðîâåðèòü âû÷èñëåíèåì.

3. Åñëè îïðåäåëèòåëü èìååò äâå îäèíàêîâûå ñòðîêè (äâà îäèíàêîâûõ ñòîëáöà), òî îí ðàâåí íóëþ. Ïåðåñòà-

âèâ ìåñòàìè îäèíàêîâûå ñòðîêè â îïðåäåëèòåëå |A|, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî |A| = −|A|, ïîñêîëüêó ïðè

ïåðåñòàíîâêå îäèíàêîâûõ ñòðîê îïðåäåëèòåëü, ñ îäíîé ñòîðîíû, íå ìåíÿåòñÿ, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî

ñâîéñòâó 2, îí ìåíÿåò çíàê. �àâåíñòâî |A| = −|A| îçíà÷àåò, ÷òî |A| = 0.

4. Îáùèé ìíîæèòåëü âñåõ ýëåìåíòîâ ñòðîêè (ñòîëáöà) îïðåäåëèòåëÿ ìîæíî âûíåñòè çà çíàê îïðåäåëèòå-

ëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ðàâåíñòâî (1.4.10) îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ñîäåðæèò

ìíîæèòåëåì ðîâíî îäèí ýëåìåíò èç êàæäîé ñòðîêè.

5. Åñëè âñå ýëåìåíòû íåêîòîðîé ñòðîêè (ñòîëáöà) ðàâíû 0, òî îïðåäåëèòåëü ðàâåí 0. Äîñòàòî÷íî âûíåñòè

îáùèé ìíîæèòåëü, íîëü, çà çíàê îïðåäåëèòåëÿ.

6. Åñëè îïðåäåëèòåëü èìååò äâå ïðîïîðöèîíàëüíûå ñòðîêè (äâà ïðîïîðöèîíàëüíûõ ñòîëáöà), òî îí ðàâåí

íóëþ. Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç ñâîéñòâ 4 è 3.

7.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1 + b1 a2 + b2 a3 + b3
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1 a2 a3
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b1 b2 b3
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Ñëîâàìè: åñëè êàæäûé ýëåìåíò ñòðîêè (ñòîëáöà) îïðåäåëèòåëÿ ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàå-

ìûõ, òî èñõîäíûé îïðåäåëèòåëü ðàâåí ñóììå îïðåäåëèòåëåé, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðîêè êîòîðûõ ñîñòîÿò

èç ýòèõ ñëàãàåìûõ, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû òå æå, ÷òî ó èñõîäíîãî îïðåäåëèòåëÿ. Çàìå÷àíèå. Ñâîéñòâî 7
îòíþäü íå îçíà÷àåò, ÷òî |A+B| = |A|+ |B|. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî.
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8. Åñëè ê ýëåìåíòàì íåêîòîðîé ñòðîêè (ñòîëáöà) ïðèáàâèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû äðóãîé ñòðîêè(ñòîëáöà),

óìíîæåííûå íà îäíî è òîæå ÷èñëî k, òî îïðåäåëèòåëü íå èçìåíèòñÿ. Íàïðèìåð,
∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 + ka21 a12 + ka22 a13 + ka23
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç ñâîéñòâ 6 è 7.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Ìîæåò ëè îïðåäåëèòåëü





1 −3 3
−3 9 −9
2 p p− 5





áûòü ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì ïðè íåêîòîðîì p ∈ R?

2. Îïðåäåëèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè ïåðåñòàíîâêà

(

1 2 3 4
1 3 2 4

)

÷¼òíîé?

Óïðàæíåíèÿ ê 1.4

Óïðàæíåíèå 1.4.1. Íàéäèòå îïðåäåëèòåëè ìàòðèö A =

(

7 2
7 3

)

, AT
, B =





5 + 2 4 + 3 2 + 7
5 4 2
2 3 7





.

Óïðàæíåíèå 1.4.2. Îïðåäåëèòå êîëè÷åñòâî èíâåðñèé ïåðåñòàíîâêè

(

1 2 . . . n− 1 n
n n− 1 . . . 2 1

)

.

Îòâåòû: 1.4.1 |A| = |AT | = 7, |B| = 0. 1.4.2 n(n− 1)/2.

1.5 �àçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå (ñòîëáöó)

Âûðàçèì îïðåäåëèòåëü òðåòüåãî ïîðÿäêà ÷åðåç åãî êîý��èöèåíòû è ïðîèçâåä¼ì ãðóïïèðîâêó:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a11a22a33 + a13a21a32 + a12a23a31 − a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33 =

= a11(a22a33 − a23a32)− a12(a21a33 − a23a31) + a13(a21a32 − a22a31).

Ñäåëàåì ðåøàþùåå íàáëþäåíèå. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

a22a33 − a23a32 =

∣

∣

∣

∣

a22 a23
a32 a33

∣

∣

∣

∣

, a21a33 − a23a31 =

∣

∣

∣

∣

a21 a23
a31 a33

∣

∣

∣

∣

, a21a32 − a22a31 =

∣

∣

∣

∣

a21 a22
a31 a32

∣

∣

∣

∣

.

Îïðåäåëèòåëè, ñòîÿùèå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ, ïîëó÷àþòñÿ èç èñõîäíîãî îïðåäåëèòåëÿ óäàëåíèåì, ñîîò-

âåòñòâåííî, ýëåìåíòîâ ïåðâîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà, ýëåìåíòîâ ïåðâîé ñòðîêè è âòîðîãî ñòîëáöà, ýëåìåí-

òîâ ïåðâîé ñòðîêè è òðåòüåãî ñòîëáöà. Áóäåì íàçûâàòü îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷åííûé èç èñõîäíîãî îïðåäåëèòåëÿ

âû÷åðêèâàíèåì âñåõ ýëåìåíòîâ ñòðîêè ñ íîìåðîì i è ñòîëáöà ñ íîìåðîì j ìèíîðîì Mij , ñîîòâåòñòâóþùèì

ýëåìåíòó aij . Ïîëó÷åíííûå ðàâåíñòâà îçíà÷àþò, ÷òî

|A| = a11M11 − a12M12 + a13M13. (1.5.12)

Îïðåäåëèì àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå Aij ýëåìåíòà aij ðàâåíñòâîì Aij = (−1)i+jMij . Òîãäà (1.5.12) ìîæíî

ïåðåïèñàòü â âèäå

|A| = a11A11 + a12A12 + a13A13.

Òî÷íî òàê æå ìîæíî ïîëó÷èòü �îðìóëû:

|A| = a21A21 + a22A22 + a23A23,

|A| = a31A31 + a32A32 + a33A33.
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Ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïî ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ñòðîêàì,

ñîîòâåòñòâåííî.

|A| = a11A11 + a21A21 + a31A31,

|A| = a12A12 + a22A22 + a32A32,

|A| = a13A13 + a23A23 + a33A33.

Ïîñëåäíèè òðè ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïî ïåðâîìó, âòîðîìó è òðåòüåìó

ñòîëáöàì, ñîîòâåòñòâåííî.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ îïðåäåëèòåëÿ |A| ìàòðèöû ïîðÿäêà n× n ñïðàâåäëèâû �îðìóëû, íàçûâàåìûå òåî-

ðåìîé Ëàïëàñà:

|A| =
n
∑

j=1

aijAij , i = 1, . . . , n,

|A| =
n
∑

i=1

aijAij , j = 1, . . . , n.

Ïåðâàÿ �îðìóëà äà¼ò ðàçëîæåíèå ïî ñòðîêàì, âòîðàÿ �îðìóëû � ïî ñòîëáöàì.

Âûðàçèì òåîðåìó Ëàïëàñà ñëîâàìè:

Òåîðåìà 1.5.1. Îïðåäåëèòåëü ðàâåí ñóììå ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ ëþáîé ñòðîêè(ñòîëáöà) íà èõ àëãåá-

ðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ.

�àññìîòðèì òåïåðü èìåþùèé äâå îäèíàêîâûå ñòðîêè è, ñëåäîâàòåëüíî,ðàâíûé íóëþ îïðåäåëèòåëü

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a21 a22 a23
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

Àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ åãî ïåðâîé ñòðîêè ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî

∣

∣

∣

∣

a22 a23
a32 a33

∣

∣

∣

∣

, −
∣

∣

∣

∣

a21 a23
a31 a33

∣

∣

∣

∣

,

∣

∣

∣

∣

a21 a22
a31 a32

∣

∣

∣

∣

è ñîâïàäàþò ñ àëãåáðàè÷åñêèìè äîïîëíåíèÿìè ýëåìåíòîâ ïåðâîé ñòðîêè èñõîäíîãî îïðåäåëèòåëÿ. Èñïîëüçóÿ

òåîðåìó Ëàïëàñà, ïîëó÷àåì, ÷òî

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a21 a22 a23
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a21A11 + a22A12 + a23A13 = 0.

Òî÷íî òàê æå äîêàçûâàþòñÿ ðàâåíñòâà:

a31A11 + a32A12 + a33A13 = 0,

a11A21 + a12A22 + a13A23 = 0,

a31A21 + a32A22 + a33A23 = 0,

a11A31 + a12A32 + a13A33 = 0,

a21A31 + a22A32 + a23A33 = 0,

a12A11 + a22A21 + a32A31 = 0,

a13A11 + a23A21 + a33A31 = 0,

a11A12 + a21A22 + a31A32 = 0,

a13A12 + a23A22 + a33A32 = 0,

a11A13 + a21A23 + a31A33 = 0,

a12A13 + a22A23 + a32A33 = 0.

ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà îçíà÷àþò, ÷òî ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ êàêîé-ëèáî ñòðîêè(ñòîëáöà) îïðåäåëè-

òåëÿ íà àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ äðóãîé ñòðîêè( ñòîëáöà) ðàâíï0. Ýòî âåðíî äëÿ îïðåäåëèòåëåé

êâàäðàòíûõ ìàòðèö ëþáîãî ðàçìåðà.
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Çàìå÷àíèå 2. Ïðè ïîìîùè ñèìâîëà Êðîíåêåðà

δkn =

{

1, k = n,

0, k 6= n

ïîëó÷åííûå â äàííîì ïàðàãðà�å ðàâåíñòâà ìîæíî çàïèñàòü:

3
∑

j=1

akjAnj = δkn · |A|,
3
∑

i=1

aikAin = δkn · |A|.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. ×åì îòëè÷àåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå îò ìèíîðà ìàòðèöû?

2. Ñ�îðìóëèðóéòå òåîðåìó Ëàïëàñà.

Óïðàæíåíèÿ ê 1.5

Óïðàæíåíèå 1.5.1. Íàéäèòå îïðåäåëèòåëè ìàòðèö A =

(

1 2
1 3

)

, B =





7 7 9
5 4 2
2 3 7





, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ïî

âòîðîé ñòðîêå äëÿ ìàòðèöû A è ðàçëîæåíèå ïî âòîðîìó ñòîëáöó äëÿ ìàòðèöû B.

Îòâåòû: 1.5.1 |A| = 1, |B| = 0.

1.6 Îáðàòíàÿ ìàòðèöà. Ïðàâèëà Êðàìåðà

1.6.1 Îáðàòíàÿ ìàòðèöà

Ñíà÷àëà ñ�îðìóëèðóåì âàæíîå ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëåé:

|AB| = |A| · |B|.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñâîéñòâà äëÿ ìàòðèö ðàçìåðà 2 × 2 è 3 × 3 � ïðåêðàñíîå óïðàæíåíèå äëÿ ñàìîñòîÿ-

òåëüíîé ðàáîòû. Îíî ñîñòîèò â íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêå äàííîãî ðàâåíñòâà, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðî-

èçâåäåíèÿ ìàòðèö è ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé.

Äëÿ ìàòðèö ïðîèçâîëüíîãî ðàçìåðà îíî äîêàçàíî â ó÷åáíèêàõ ïî ëèíåéíîé àëãåáðå.

Îïðåäåëåíèå 1.6.1. Íàçîâ¼ì ìàòðèöó A−1
îáðàòíîé äëÿ ìàòðèöû A, åñëè âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

AA−1 = A−1A = E. (1.6.13)

Èç ðàâåíñòâ (1.6.13) ñëåäóåò, ÷òî îáðàòíóþ ìàòðèöó ìîæåò èìåòü òîëüêî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà. Áîëåå

òîãî, íå âñÿêàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà èìååò îáðàòíóþ ìàòðèöó. Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè îáðàòíîé ìàòðèöû è

ñëóæèò òåìîé ýòîãî ïóíêòà. Îòìåòèì, ÷òî èç ðàâåíñòâ (1.6.13) è î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà |E| = 1 ñëåäóåò, ÷òî

1 = |E| = |AA−1| = |A| · |A−1|.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè |A| 6= 0, òî |A−1| = 1/|A|. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå |A| 6= 0 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäè-

ìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îçíà÷àåò, ÷òî ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ

íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû.

Òåîðåìà 1.6.2. Åñëè |A| 6= 0, òî ìàòðèöà A èìååò îáðàòíóþ ìàòðèöó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà

1

|A|





A11 A21 A31

A12 A22 A32

A13 A23 A33



 , (1.6.14)
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ãäå Aij � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà aij , ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ìàòðèöåé äëÿ ìàòðèöû A. Äëÿ ýòîãî

óìíîæèì ìàòðèöó (1.6.14) íà ìàòðèöó A:

1

|A|





A11 A21 A31

A12 A22 A32

A13 A23 A33









a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33



 =

=
1

|A|





a11A11 + a21A21 + a31A31 a12A11 + a22A21 + a32A31 a13A11 + a23A21 + a33A31

a11A12 + a21A22 + a31A32 a12A12 + a22A22 + a32A32 a13A12 + a23A22 + a33A32

a11A13 + a21A23 + a31A33 a12A13 + a22A23 + a32A33 a13A13 + a23A23 + a33A33





è èñïîëüçóåì ðàâåíñòâà äîêàçàíûå âûøå ðàâåíñòâà, ñîãëàñíî êîòîðûì ìàòðèöà, ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè

ðàâåíñòâà ðàâíà

1

|A|





|A| 0 0
0 |A| 0
0 0 |A|



 ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïðîâåðêà ðàâåíñòâà

1

|A|





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33









A11 A21 A31

A12 A22 A32

A13 A23 A33



 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1





ïðîâîäèòñÿ âïîëíå àíàëîãè÷íî, ñ èñïîëüçîâàíèåì äîêàçàíûõ ðàíåå ðàâåíñòâ. Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâà

(1.6.13) âûïîëíåíû äëÿ ìàòðèöû (1.6.14) è, òàêèì îáðàçîì, ýòà ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé äëÿ ìàòðèöû

A.

1.6.2 Ïðàâèëà Êðàìåðà

Âåðí¼ìñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû A~x = ~b â ñëó÷àå, êîãäà |A| 6= 0. Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî òåîðåìå ï.5.1, ñóùåñòâóåò

îáðàòíàÿ äëÿ ìàòðèöû A ìàòðèöà A−1
. Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà A~x = ~b ñëåâà íà ìàòðèöó A−1

è

ïîëó÷èì A−1A~x = A−1~b, èëè E~x = A−1~b, èëè ~x = A−1~b.
�àññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå

A−1~b =
1

|A|





A11 A21 A31

A12 A22 A32

A13 A23 A33









b1
b2
b3



 =
1

|A|





A11b1 +A21b2 +A31b3
A12b1 +A22b2 +A32b3
A13b1 +A23b2 +A33b3



 .

Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

A11b1 +A21b2 +A31b3 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b1 a12 a13
b2 a22 a23
b3 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

A12b1 +A22b2 +A32b3 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 b1 a13
a21 b2 a23
a31 b3 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

A13b1 +A23b2 +A33b3 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 b1
a21 a22 b2
a31 a32 b3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Îòêóäà ïîëó÷àåì

x1 =
1

|A|

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b1 a12 a13
b2 a22 a23
b3 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, x2 =
1

|A|

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 b1 a13
a21 b2 a23
a31 b3 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, x3 =
1

|A|

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 b1
a21 a22 b2
a31 a32 b3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Ýòè �îðìóëû è íàçûâàþò ïðàâèëàìè Êðàìåðà ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Àíàëîãè÷íàÿ òåî-

ðåìà ñïðàâåäëèâà è äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû n óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè A~x = ~b â ñëó÷àå, êîãäà |A| 6= 0.
Êîîðäèíàòà ðåøåíèÿ xi ïîëó÷àåòñÿ äåëåíèåì îïðåäåëèòåëÿ, ïîëó÷åííîãî èç îïðåäåëèòåëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû

çàìåíîé â í¼ì ñòîëáöà ñ íîìåðîì i ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ, íà îïðåäåëèòåëü èñõîäíîé ñèñòåìû.
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Ï ð è ì å ð 1.6.1. �åøèòå ñèñòåìó











x1 + 2x2 + 3x3 = 6

2x1 + 3x2 + 4x3 = 9

5x1 + 6x2 + 8x3 = 19

èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Êðàìåðà.

Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A. Ïîëó÷àåì |A| = −1 (ïðîâåðüòå ñàìîñòîÿòåëüíî!). Ïîýòîìó

x1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 2 3
9 3 4
19 6 9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1
, x2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 6 3
2 9 4
5 19 8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1
, x3 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 6
2 3 9
5 6 19

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1
.

Ïðåêðàñíîå óïðàæíåíèå � ïðîâåðèòü, ÷òî x1 = x2 = x3 = 1.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Ñ�îðìóëèðóéòå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû ê çàäàííîé ìàòðèöû

ðàçìåðà 3× 3.

2. Ñ�îðìóëèðóéòå ïðàâèëî Êðàìåðà äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé èç äâóõ ïåðåìåííûõ.

Óïðàæíåíèÿ ê 1.6

Óïðàæíåíèå 1.6.1. Íàéäèòå îáðàòíóþ ìàòðèöó ê çàäàííûì:

A =





−1 2 −1
1 −1 −2
0 1 1



 , B =





1 −3 1
1 0 −1
3 1 −2



 , C =





3 3 −5
0 3 −2
1 1 −1



 .

Óïðàæíåíèå 1.6.2. �åøèòå ñèñòåìó











x1 + x2 + 3x3 = 3

2x1 − 3x2 + 4x3 = 9

3x1 + 4x2 − 7x3 = −8

èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Êðàìåðà.

Óïðàæíåíèå 1.6.3. Ïóñòü A � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 3×3. Ìàòðèöó B ïîëó÷èëè èç A ïóò¼ì ïðèáàâëåíèÿ

ïåðâîãî ñòîëáöà ê òðåòüåìó, ò.å.

A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, B =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13 + a11

a21 a22 a23 + a21

a31 a32 a33 + a31

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà B−1
è îíà ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû A−1

ïóò¼ì âû÷èòàíèÿ

òðåòüåãî ñòðîêè èç ïåðâîé, ò.å.

A−1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a−1

11 a−1

12 a−1

13

a−1

21 a−1

22 a−1

23

a−1

31 a−1

32 a−1

33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, B−1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a−1

11 − a−1

13 a−1

12 − a−1

32 a−1

13 − a−1

33

a−1

21 a−1

22 a−1

23

a−1

31 a−1

32 a−1

33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Îòâåòû: 1.6.1 A−1 = 1

4





−1 3 5
1 1 3
−1 −1 1





, B−1 = 1

5





1 −5 3
−1 −5 2
1 −10 3





, C−1 = 1

6





−1 −2 9
−2 2 6
−3 0 9





. 1.6.2 (1,−1, 1).



�ëàâà 2

Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ íà ïëîñêîñòè è

â ïðîñòðàíñòâå

2.1 Âåêòîðû

2.1.1 Ñâîáîäíûå âåêòîðû. Ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà îñü. Êîîðäèíàòû âåêòîðà. �àñ-

ñòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè. Äåëåíèå îòðåçêà â äàííîì îòíîøåíèè

Íåêîòîðûå �èçè÷åñêèå âåëè÷èíû � òåìïåðàòóðà, ìàññà, ïëîòíîñòü è ò.ï. èçìåðÿþòñÿ îäíèì ÷èñëîì. Èõ

íàçûâàþò ñêàëÿðíûìè.

Äðóãèå âåëè÷èíû, íàïðèìåð, ñèëà, óñêîðåíèå, ñêîðîñòü íàçûâàþò âåêòîðíûìè, äëÿ èõ èçìåðåíèÿ îäíîãî

÷èñëà � âåëè÷èíû íå äîñòàòî÷íî, ñëåäóåò óêàçàòü åù¼ è èõ íàïðàâëåíèå.

Íà èëëþñòðàöèÿõ, ïîÿñíÿþùèõ ìîäåëè èññëåäóåìûõ �èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, âåêòîðíûå âåëè÷èíû èçîá-

ðàæàþò ñòðåëêàìè, èíûìè ñëîâàìè, íàïðàâëåííûìè îòðåçêàìè. Äàëåå ïîä ñëîâîì âåêòîð (ãåîìåòðè÷åñêèé

âåêòîð) ïîíèìàåì íàïðàâëåííûé îòðåçîê.

Ïîäîáíî òîìó, êàê ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðåäìåò èçó÷åíèÿ àðè�ìåòèêè, ãåîìåòðè÷åñêèå âåêòîðû

ÿâëÿþòñÿ îáúåêòîì âåêòîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ, ê èçëîæåíèþ êîòîðîãî ìû è ïðèñòóïàåì.

Îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè, êîòîðûå áóäóò îïðåäåëåíû íèæå, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêèå àáñòðàê-

öèè íåêîòîðûõ îïåðàöèé, ïðîâîäèìûõ íàä âåêòîðíûìè �èçè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè.

Âûøå ìû óæå ââîäèëè ïîíÿòèÿ âåêòîðà-ñòîëáöà è âåêòîðà-ñòðîêè. Âñêîðå ìû óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó

ýòèìè ïîíÿòèÿìè è ïîíÿòèåì ãåîìåòðè÷åñêîãî âåêòîðà.

x

y

(a)

x

y

(b)

x

y

()

x

y

(d)

�èñ. 2.1: Êîëëèíåàðíûå âåêòîðà: (a); (b); (). �àâíûå âåêòîðà: (d).

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Äâà ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðà íàçûâàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè, åñëè îíè ëåæàò íà ïàðàë-

ëåëüíûõ ïðÿìûõ (ýòî îïðåäåëåíèå îòíîñèòñÿ êàê ê âåêòîðàì íà ïëîñêîñòè, òàê è ê âåêòîðàì â ïðîñòðàíñòâå).

�åîìåòðè÷åñêèå âåêòîðû íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè êîëëèíåàðíû, èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó è îäíî è

23



24 �ëàâà 2. Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå

òî æå íàïðàâëåíèå. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå ñîâìåñòèëèñü íà÷àëà ýòèõ íàïðàâ-

ëåííûõ îòðåçêîâ, òî èõ êîíöû òîæå ñîâïàäàþò. Ìíîæåñòâî ðàâíûõ äðóã äðóãó âåêòîðîâ íàçîâ¼ì ñâîáîäíûì

âåêòîðîì.

Îáîçíà÷èì ñâîáîäíûé âåêòîð ñèìâîëîì ~a. Ïîìåñòèì íà÷àëî ñâîáîäíîãî âåêòîðà â òî÷êó A. Ïóñòü ïðè

ýòîì åãî êîíåö ïîïàä¼ò â òî÷êó B. Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò

−−→
AB = ~a. Åñëè íà÷àëî ñâîáîäíîãî âåêòîðà ïîìåùåíî

â òî÷êó C, à ïðè ýòîì åãî êîíåö ïîïàë â òî÷êó D, òî òàêæå

−−→
CD = ~a è ãåîìåòðè÷åñêèå âåêòîðû

−−→
AB è−−→

CD ðàâíû äðóã äðóãó. Äëèíó ñâîáîäíîãî âåêòîðà ~a îáîçíà÷àåì |~a|. Åñëè −−→
AB = ~a, òî |−−→AB| = |~a|. Çàìåòèì,

÷òî åñëè ãåîìåòðè÷åñêèå âåêòîðû

−−→
AB è

−−→
CD ðàâíû äðóã äðóãó, òî, ïî îïðåäåëåíèþ ðàâåíñòâà âåêòîðîâ,

|−−→AB| = |−−→CD| = |~a|. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîíÿòèå äëèíû ñâîáîäíîãî âåêòîðà îïðåäåëåíî êîððåêòíî, ò.å. äëèíà

âåêòîðà íå ìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè òî÷êè ïðèëîæåíèÿ.

Ïóñòü äàíà ïðîèçâîëüíàÿ îñü, îáîçíà÷èì å¼ u è íåêîòîðûé âåêòîð

−−→
AB. Îïóñòèì èç òî÷åê A, B ïåðïåí-

äèêóëÿðû íà îñü u è îáîçíà÷èì èõ îñíîâàíèÿ A1, B1. Íàçîâ¼ì ïðîåêöèåé âåêòîðà

−−→
AB íà îñü u âåëè÷èíó

îòðåçêà

−−−→
A1B1, ò.å.

ïðu

−−→
AB = A1B1.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè

−−→
AB =

−−→
CD, òî ïðu

−−→
AB = ïðu

−−→
CD, ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î ïðîåêöèè ïðu~a ñâîáîäíîãî

âåêòîðà ~a íà îñü u. Ïîìåñòèì íà÷àëî âåêòîðà ~a íà îñü u è ðàññìîòðèì óãîë ϕ ìåæäó ýòèì âåêòîðîì è

ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè u. Òîãäà ïðu~a = |~a| cosϕ.
Åñëè îñè u è v ïàðàëëåëüíû, òî ïðu~a = ïðv~a.

�àññìîòðèì ïðîåêöèè âåêòîðà ~a íà îñè êîîðäèíàò. Â ñëó÷àå ïëîñêîãî âåêòîðà îáîçíà÷èì èõ X , Y , à
â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííîãî âåêòîðà � X , Y , Z. Ýòè ÷èñëà íàçûâàåì êîîðäèíàòàìè âåêòîðà {X,Y }, ñîîò-
âåòñòâåííî, {X,Y, Z} è òîãäà ~a = {X,Y }, ñîîòâåòñòâåííî, ~a = {X,Y, Z}. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äâóìåðíûå

âåêòîðû íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ïàðàìè ÷èñåë X,Y � èõ êîîðäèíàòàìè â çàäàííîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò, òî æå çàìå÷àíèå îòíîñèòñÿ è ê òðîéêàì ÷èñåë X,Y, Z è âåêòîðàì â ïðîñòðàíñòâå. Óïîìÿ-

íóòûå âûøå ñïîñîáû çàïèñè âåêòîðà â âèäå âåêòîðà-ñòîëáöà èëè âåêòîðà-ñòðîêè âûáèðàþòñÿ èç ñîîáðàæåíèé

óäîáñòâà äëÿ ðåøàåìîé çàäà÷è.

�àññìîòðèì íàïðàâëåííûé îòðåçîê

−−→
AB ñ íà÷àëîì â òî÷êå A ñ êîîðäèíàòàìè (x1, y1, z1) è êîíöîì â òî÷êå

B ñ êîîðäèíàòàìè (x2, y2, z2). Òîãäà âåêòîð
−−→
AB èìååò êîîðäèíàòû {x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1}, ò.å.

−−→
AB = {x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1}.

ÏóñòüM(x, y) � íåêîòîðàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè (ñîîòâåòñòâåííî,M(x, y, z) � íåêîòîðàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà).

Òîãäà âåêòîð

−−→
OM = ~r íàçûâàåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì ýòîé òî÷êè. Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî

êîîðäèíàòû òî÷êè ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòàìè ðàäèóñ-âåêòîðà ýòîé òî÷êè. Íóëåâîé âåêòîð

~0 � ýòî ðàäèóñ-

âåêòîð íà÷àëà êîîðäèíàò. Âñå êîîðäèíàòû íóëåâîãî âåêòîðà ðàâíû íóëþ.

Ïóñòü âåêòîð íà ïëîñêîñòè çàäàí ñâîèìè êîîðäèíàòàìè, ~a = {X,Y }, ñîîòâåòñòâåííî, âåêòîð â ïðîñòðàí-

ñòâå çàäàí êîîðäèíàòàìè ~a = {X,Y, Z}. Äëèíà |~a| âåêòîðà ~a íà ïëîñêîñòè ~a ðàâíà äëèíå äèàãîíàëè ïðÿìî-

óãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè X , Y , ò.å. ÷èñëó
√
X2 + Y 2

, à äëèíà âåêòîðà ~a = {X,Y, Z} ðàâíà äëèíå äèàãîíàëè

ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñî ñòîðîíàìè X , Y , Z, ò.å. ÷èñëó
√
X2 + Y 2 + Z2

. Îáîçíà÷èì α, β, γ �

óãëû, ñîñòàâëÿåìûå ïðîñòðàíñòâåííûì âåêòîðîì ~a = {X,Y, Z} ñ îñÿìè êîîðäèíàò.

Òîãäà

X = |~a| cosα, Y = |~a| cosβ, Z = |~a| cosγ.

×èñëà cosα, cosβ, cos γ íàçûâàþòñÿ íàïðàâëÿþùèìè êîñèíóñàìè âåêòîðà ~a. Èìååì: |a|2 = X2 + Y 2 + Z2 =
|~a|2 cos2 α+ |~a|2 cos2 β + |~a|2 cos2 γ, îòêóäà

cos2 α+ cos2 β + cos2 γ = 1.

�àññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâàM1(x1, y1, z1) è M2(x2, y2, z2) ðàâíî äëèíå îòðåçêà, èõ ñîåäèíÿþùå-

ãî, ò.å. |−−−−→M1M2| =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2. Äëÿ òî÷åê ïëîñêîñòè M1(x1, y1) è M2(x2, y2) ðàññòîÿ-

íèå ðàâíî |−−−−→M1M2| =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2.
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2.1.2 Äåëåíèå îòðåçêà â çàäàííîì îòíîøåíèè

�àññìîòðèì çàäà÷ó î äåëåíèè îòðåçêà â çàäàííîì îòíîøåíèè λ.
Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â îòûñêàíèè íà ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè M1(x1, y1, z1) è M2(x2, y2, z2), òàêîé

òî÷êè M(x; y; z), ÷òî M1M
MM2

= λ (ñì. ðèñ. 2.2(a)). Ââèäó òîãî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå îòíîøåíèå ñîõðàíÿåòñÿ è

äëÿ êîîðäèíàò òî÷åê, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà:

x− x1
x2 − x

= λ,
y − y1
y2 − y

= λ,
z − z1
z2 − z

= λ,

îòêóäà íàõîäèì êîîðäèíàòû èñêîìîé òî÷êè

x =
x1 + λx2
1 + λ

, y =
y + λy2
1 + λ

, z =
z1 + λz2
1 + λ

.

O

x

y

M( , )x y

x

M1 1 1( , )x y

M2 2 2( , )x y

x1 x2

¸a

¸t t

a

(a)

O

x

y

a

a b+

b

(b)

�èñ. 2.2: Äåëåíèå îòðåçêà: (a). Ñëîæåíèå âåêòîðîâ: (b).

Â ñëó÷àå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè M1(x1, y1) è M2(x2, y2) ïîëó÷àåì êîîðäèíàòû òî÷êè

M(x; y) : x =
x1 + λx2
1 + λ

, y =
y1 + λy2
1 + λ

.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîîðäèíàòû öåíòðà ñåðåäèíû îòðåçêà, îáðàçîâàííîãî òî÷êàìèM1(x1, y1, z1) èM2(x2, y2, z2)
íàõîäèì ïî �îðìóëàì:

M(x; y; z) : x =
x1 + x2

2
, y =

y1 + y2
2

, z =
z1 + z2

2
.

2.1.3 Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè è èõ âûðàæåíèå ÷åðåç êîîðäèíàòû

Îïðåäåëèì ñóììó ~a+~b âåêòîðîâ ~a, ~b, êàê âåêòîð, êîòîðûé ñîåäèíÿåò íà÷àëî âåêòîðà ~a è êîíåö âåêòîðà ~b ïðè
óñëîâèè, ÷òî íà÷àëî âåêòîðà

~b ïîìåùåíî â êîíåö âåêòîðà ~a (ñì. ðèñ. 2.2(b)).
Îïðåäåëèì ïðîèçâåäåíèå α~a ÷èñëà α íà âåêòîð ~a êàê âåêòîð, êîëëèíåàðíûé âåêòîðó ~a, èìåþùèé äëèíó

|α||~a| è íàïðàâëåííûé â òó æå ñòîðîíó, ÷òî è âåêòîð ~a, åñëè α > 0, è â ïðîòèâîïîëîæíóþ âåêòîðó ~a ñòîðîíó,
åñëè α < 0. Ïðè α = 0, ëèáî ïðè ~a = ~0, âåêòîð α~a = ~0.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Ñ�îðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå êîëëèíåàðíûõ, ðàâíûõ, ñâîáîäíûõ âåêòîðîâ.

2. Äëÿ òî÷åê M1(x1, y1), M2(x2, y2) óêàæèòå êîîðäèíàòû ñåðåäèíû îòðåçêà M1M2.

Óïðàæíåíèÿ ê 2.1

Óïðàæíåíèå 2.1.1. Íàéäèòå âåêòîð ~a, îáðàçóþùèé ñ òðåìÿ áàçèñíûìè âåêòîðàìè

~i, ~j, ~k ðàâíûå òóïûå óãëû, ïðè

óñëîâèè |~a| = 4
√
3.

Óïðàæíåíèå 2.1.2. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí â òðåóãîëüíèêå ABC, ñ êîîðäèíàòàìè A(xa, ya),
B(xb, yb), C(xc, yc) ñîâïàäàåò ñ öåòðîì òÿæåñòè, ò.å. èìååò êîîðäèíàòû

(

xa+xb+xc

3
, ya+yb+yc

3

)

.

Îòâåòû: 2.1.1 −(4, 4, 4). 2.1.2 Óêàçàíèå: ìåäèàíû òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ â îòíîøåíèè 2 : 1, ñ÷èòàÿ îò

âåðøèíû.
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2.2 Âåêòîðíîå è ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå

2.2.1 Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

Ýòîò ðàçäåë ïîñâÿù¼í îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè, èìåþùåé âàæíûå ïðèëîæåíèÿ.

Á

axb

b ax

b

a Á

b

a

b ax

axb

�èñ. 2.3: �èñ. 2.4:

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ~a×~b âåêòîðà ~a íà âåêòîð ~b íàçûâàåòñÿ âåêòîð, îïðåäåëÿå-
ìûé óñëîâèÿìè (ñì. ðèñ. 2.3):

• Ìîäóëü âåêòîðà ~a ×~b ðàâåí ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ ~a è

~b, ò.å. |~a ×~b| =
|~a| · |~b| · sinϕ, ãäå ϕ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~a è ~b.

• Âåêòîð ~a×~b ïåðïåíäèêóëÿðåí êàæäîìó èç âåêòîðîâ ~a è ~b.

• Íàïðàâëåíèå âåêòîðà ~a×~b âûáðàíî òàê, ÷òî âåêòîðû ~a , ~b, ~a×~b îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî åñëè âñå ýòè âåêòîðû ïðèâåäåíû ê îáùåìó íà÷àëó, òî êðàò÷àéøèé ïîâîðîò îò ~a ê ~b âèäåí èç êîíöà

âåêòîðà ~a×~b ïðîèñõîäÿùèì ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå èìååò ñëåäóþùèé ïðîñòîé ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë. Åñëè âåêòîð

~b èçîáðàæàåò ñèëó,
ïðèëîæåííóþ ê òî÷êå M , à âåêòîð ~a ñîåäèíÿåò òî÷êè O è M , òî ~a × ~b ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîìåíò ñèëû

~b
îòíîñèòåëüíî òî÷êè O.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

1. Âåêòîðû ~a è ~b ïàðàëëåëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ~a×~b = ~0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè õîòÿ áû îäèí èç âåêòîðîâ ~a è

~b ðàâåí ~0, òî îí ïàðàëëåëåí äðóãîìó èç íèõ,

òàê êàê, ïî îïðåäåëåíèþ, íóëåâîé âåêòîð

~0 ïàðàëëåëåí ëþáîìó âåêòîðó. Ïðè ýòîì |~a| · |~b| · sinϕ = 0 è,

ñëåäîâàòåëüíî, ~a×~b = ~0. Åñëè îáà âåêòîðà ~a è~b íåíóëåâûå, òî ïîñêîëüêó ðàâåíñòâî ~a×~b = ~0 ðàâíîñèëüíî
ðàâåíñòâó |~a| · |~b| · sinϕ = 0, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî sinϕ = 0, ÷òî ðàâíîñèëüíî ïàðàëëåëüíîñòè âåêòîðîâ ~a è
~b.

2. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ~a×~b = −~b× ~a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè õîòÿ áû îäèí èç âåêòîðîâ ~a è

~b ðàâåí

~0, òî ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì.

Åñëè îáà âåêòîðà ~a è

~b íåíóëåâûå, òî îíè èìåþò îäèíàêîâûå ìîäóëè, ïàðàëëåëüíû è íàïðàâëåíû â

ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû, (ñì. ðèñ. 2.4).

3. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà (µ~a)×~b = ~a× (µ~b) = µ(~a×~b).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âåêòîðà (µ~a)×~b, ~a×(µ~b) è µ(~a×~b) íàïðàâëåíû îäèíàêîâî (äîñòà-

òî÷íî ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ, ïî çíàêó êîíñòàíòû µ). Åñëè îäíó ñòîðîíó ïàðàëëåëîãðàììà óìíîæèòü

íà êîíñòàíòó |µ|, òî ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà óìíîæèòñÿ òîæå íà |µ|. Ñëåäîâàòåëüíî ñïðàâåäëèâîñòü
äàííîãî óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíà.

4. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà ~a× (~b+ ~c) = ~a×~b+ ~a× ~c, (~a+~b)× ~c = ~a× ~c+~b× ~c (ðàñïðåäåëèòåëüíîå ñâîéñòâî
îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ðàâåíñòâî (~a +~b)× ~c = ~a × ~c+~b × ~c. Ïðåäâàðèòåëüíî ðàññìîòðèì âñïîìî-

ãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 1. Åñëè ~a1 � ïðîåêöèÿ âåêòîðà ~a íà ïëîñêîñòü π è ~c ⊥ π, òî ~a× ~c = ~a1 × ~c.

aaaaaaa
aaaaaaa
aaaaaaa
aaaaaaa
aaaaaaa
aaaaaaa
aaaaaaa
aaaaaaa
aaaaaaa
aaaaaaa
aaaaaaa

a

c

a1

O

a

c

aaaaaaa
aaaaaaa
aaaaaaa
aaaaaaa
aaaaaaa
aaaaaaa
aaaaaaa
aaaaaaa
aaaaaaa
aaaaaaa
aaaaaaa

O
aaaaa
aaaaa
aaaaa
aaaaa
aaaaa

a1

�èñ. 2.5: �èñ. 2.6:

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî (ñì. ðèñ. 2.5, 2.6):

1) Ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ ~c, ~a è ~c, ~a1 ñîâïàäàþò.

2) Ïîñêîëüêó âåêòîð ~a1 ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé âåêòîðà ~a1 íà ïëîñêîñòü π, òî êðàò÷àéøàÿ äóãà ïàðû

âåêòîðîâ îò ~a ê ~c è îò ~a1 ê ~c áóäåò â îäíó ñòîðîíó, ëèáî ïî ÷àñîâîé ñòðåëêè, ëèáî ïðîòèâ (ñì. ðèñ. 2.5,

2.6). Ïîýòîìó âåêòîðû ~a× ~c è ~a1 × ~c èìåþò îäèíàêîâîå íàïðàâëåíèå.

Ëåììà äîêàçàíà. Äîêàæåì èñõîäíîå óòâåðæäåíèå. Äëÿ ~c = 0 îíî î÷åâèäíî. Äîêàæåì äëÿ ~c = ~e, ãäå
~e = 1. Ïîñòðîèì âåêòîðà ~a, ~b, ~a +~b è ñïðîåöèðóåì èõ íà ïëîñêîñòü îðòîãàíàëüíóþ âåêòîðó ~c (ñì. ðèñ.

2.7). Â ðåçóëüòàòå íà ïëîñêîñòè ïîëó÷àåòñÿ âåêòîðà ~a1, ~b1, ~a1 +~b1. �àññìîòðèì âåêòîðà ~a1 × ~e, ~b1 × ~e,

b1

a1

a 1 1+b

c

e

( +a 1 b e1)x

a1
xe

b e1
x

�èñ. 2.7:

(~a1 +~b1)× ~e, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç âåêòîðîâ ~a1, ~b1, ~a1 +~b1 ïîâîðîòîì íà óãîë π/2. Ñëåäîâàòåëüíî

(~a1 +~b1)× ~e = ~a1 × ~e+~b1 × ~e.
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Cîãëàñíî ëåììå ~a× ~e = ~a1 × ~e, ~b× ~e = ~b1 × ~e, (~a+~b)× ~e = (~a1 +~b1)× ~e. Îòêóäà ñëåäóåò

(~a+~b)× ~c = ~a× ~c+~b× ~c,

äëÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðà ~c. Îáùèé ñëó÷àé âåêòîðà ~c ïîëó÷àåì ïðèìåíåíèåì ïðåäûäóùåãî äîêàçàííîãî

ïóíêòà ê âåêòîðó ~c = |~c| · ~e.

Âûðàæåíèå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû âåêòîðîâ

Ñíà÷àëà îòìåòèì ðàâåíñòâà, ñëåäóþùèå èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

~i×~j = ~k, ~j × ~k =~i ~k ×~i = ~j
~j ×~i = −~k, ~k ×~j = −~i ~i × ~k = −~j
~i×~i = ~0, ~j ×~j = ~0 ~k × ~k = ~0

Äåéñòâèòåëüíî, ìîäóëè âñåõ ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíû 1, êàæäûé èç âåêòîðîâ

~i, ~j, ~k ïåðïåíäèêóëÿðåí äâóì

îñòàëüíûì, òðîéêè âåêòîðîâ

~i, ~j, ~k, êàê è âåêòîðîâ

~j, ~k, ~i è âåêòîðîâ

~k, ~i, ~j � ïðàâûå.

O

i j kx =

i

j

x

y

z

j i kx =-

(a)

O

k

j

x

y

z

k j ix =-

j k ix =

(b)

O

k

x

y

z

i

k i jx =

i k jx =-

()

�èñ. 2.8: Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå: (a); (b); ().

Ýòî äîêàçûâàåò ïåðâûå òðè ðàâåíñòâà. Îñòàëüíûå ñðàçó ïîëó÷àþòñÿ èç ýòèõ ðàâåíñòâ è ñâîéñòâà 2. Ïóñòü

~a = x1~i+ y1~j + z1~k, ~b = x2~i+ y2~j + z2~k.

Òîãäà

~a×~b = (x1~i+ y1~j + z1~k)× (x2~i+ y2~j + z2~k).

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è íàéäåííûå ðàíåå ðàâåíñòâà, íàõîäèì:

~a×~b = (x1~i+ y1~j + z1~k)× (x2~i + y2~j + z2~k) =

= x1x2~i×~i+ y1x2~j ×~i+ z1x2~k ×~i+ x1y2~i×~j + y1y2~j ×~j + z1y2~k ×~j + x1z2~i× ~k + y1z2~j × ~k + z1z2~k × ~k =

= x1x2~0− y1x2~k + z1x2~j + x1y2~k + y1y2~0− z1y2~i− x1z2~j + y1z2~i+ z1z2~0 =

= (y1z2 − z1y2)~i− (x1z2 − z1x2)~j + (x1y2 − y1x2)~k.

Çàìåòèì, ÷òî

y1z2 − z1y2 =

∣

∣

∣

∣

y1 z1
y2 z2

∣

∣

∣

∣

, x1z2 − z1x2 =

∣

∣

∣

∣

x1 z1
x2 z2

∣

∣

∣

∣

, x1y2 − y1x2 =

∣

∣

∣

∣

x1 y1
x2 y2

∣

∣

∣

∣

.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

~a×~b =
∣

∣

∣

∣

y1 z1
y2 z2

∣

∣

∣

∣

~i−
∣

∣

∣

∣

x1 z1
x2 z2

∣

∣

∣

∣

~j +

∣

∣

∣

∣

x1 y1
x2 y2

∣

∣

∣

∣

~k. (2.2.1)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçëîæåíèå ïî ïåðâîé ñòðîêå îïðåäåëèòåëÿ âèäà

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k
x1 y1 z1
x2 y2 z2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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Çäåñü ìîæåò âîçíèêíóòü íåäîóìåíèå: ðàíåå ìû ðàññìàòðèâàëè îïðåäåëèòåëè ìàòðèö, âñå ýëåìåíòû êîòîðûõ

áûëè ÷èñëàìè. Çäåñü æå, â ïåðâîé ñòðîêå, ñòîÿò âåêòîðû!?

Óâàæàåìûé ÷èòàòåëü! Íå îãîð÷àéòåñü, äàëüøå áóäåò åù¼ õóæå! Íà âòîðîì êóðñå, ïðè èçó÷åíèè òåî-

ðèè ïîëÿ Âàì âñòðåòèòñÿ îïðåäåëèòåëü, â ïåðâîé ñòðîêå êîòîðîãî ñòîÿò âåêòîðû, âî âòîðîé � äè��åðåí-

öèàëüíûå îïåðàòîðû, à â òðåòüåé � �óíêöèè(òàê íàçûâàåìûé ðîòîð(èëè âèõðü) âåêòîðíîãî ïîëÿ)! È Âàì

ýòî ïîíðàâèòñÿ, òàê êàê èñïîëüçîâàíèå îïðåäåëèòåëÿ â çàïèñè �îðìóëû Ñòîêñà îáëåã÷èò å¼ çàïîìèíàíèå.

Êàê æå âñ¼-òàêè ïîíèìàòü îïðåäåëèòåëü? Î÷åíü ïðîñòî: äàâàéòå ñ÷èòàòü åãî �îðìàëüíîé çàïèñüþ ïðàâîé

÷àñòè ðàâåíñòâà (2.2.1). Ïðè ýòîì ìû îòâëåêàåìñÿ îò ïðèðîäû ýëåìåíòîâ îïðåäåëèòåëÿ, ñ÷èòàåì èõ íåêîòî-

ðûìè ñèìâîëàìè, äëÿ êîòîðûõ ðàâåíñòâî (2.2.1) îñìûñëåíî. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

~a×~b =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k
x1 y1 z1
x2 y2 z2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

âûðàæàþùåå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ÷åðåç èõ êîîðäèíàòû.

Ï ð è ì å ð 2.2.1. Ïóñòü ~a = (1,−1, 0), ~b = (1, 2, 1).

• Íàéäèòå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ~a×~b.

• Íàéäèòå ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðà ~a è ~b.

Ñïðàâåäëèâî:

~a×~b =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k
1 −1 0
1 2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−1,−1, 3).

Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî ëåãêî óáåäèòñÿ, ÷òî ~a×~b ⊥ ~a è ~a×~b ⊥ ~b. Òåïåðü íàéä¼ì ïëîùàäü:

S
~a,~b

= |~a×~b| = |(−1,−1, 3)| =
√

(−1)2 + (−1)2 + 32 =
√
11.

2.2.2 Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå

Îïðåäåëåíèå 2.2.2. Ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì òð¼õ âåêòîðîâ ~a, ~b, ~c íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ~a~b~c = (~a, ~b, ~c) =

~a · (~b× ~c). Çäåñü ñêàëÿðíî óìíîæàåòñÿ âåêòîð ~a íà âåêòîð ~b× ~c.

Êîîðäèíàòíûé âèä ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ èìååò âèä

(~a, ~b, ~c) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Ñâîéñòâà ñìåøàííîãî ïðîèçõâåäåíèÿ:

• (~a, ~b, ~c) = (~b, ~c, ~a) = (~c, ~a, ~b) = −(~a, ~c, ~b) = −(~c, ~b, ~a) = −(~b, ~a, ~c).

• (λ~a, ~b, ~c) = (~a, λ~b, ~c) = (~a, ~b, λ~c) = λ(~a, ~b, ~c).

• (~a1 + ~a2, ~b, ~c) = (~a1, ~b, ~c) + (~a2, ~b, ~c).

• (~a, ~b1 +~b2, ~c) = (~a, ~b1, ~c) + (~a, ~b2, ~c).

• (~a, ~b, ~c1 + ~c2) = (~a, ~b, ~c1) + (~a, ~b, ~c2).

• Òðîéêà âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (~a, ~b, ~c) > 0. Åñëè æå (~a, ~b, ~c) < 0,

òî âåêòîðû ~a, ~b è ~c îáðàçóþò ëåâóþ òðîéêó âåêòîðîâ. (Äàííîå ñâîéñòâî âûòåêàåò èç ãåîìåòðè÷åñêîãî

ñìûñëà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ).
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�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Îòëîæèì äàííûå âåêòîðû ~a, ~b è ~c îò îáùåãî íà÷àëà è ïîñòðîèì íà ýòèõ âåêòîðàõ, êàê íà ðåáðàõ, ïàðàëëåëå-

ïèïåä (ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âåêòîðû íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè).

Ïîñòðîèì òàêæå âåêòîð ~n = ~b×~c, ìîäóëü êîòîðîãî ðàâåí ïëîùàäè Sb,c = S ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî

ïà âåêòîðàõ

~b è ~c (ñì. ðèñ. 2.9), ò.å. ~n = S~n0, ãäå ~n0 � åäèíè÷íûé âåêòîð.

Íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ è ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(~a, ~b, ~c) = ~a · (~b× ~c) = S · (~a · ~n0) = S · |~a| · cosα,

ãäå α óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~n0 è ~a. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî α < π/2 è îáîçíà÷àÿ ÷åðåç h âûñîòó ïàðàëëåëåïèïåäà,
íàõîäèì h = |~a| cosα. Òàêèì îáðàçîì,

(~a, ~b, ~c) = S · h = V,

ò.å. ðàâíî îáúåìó V ðàññìàòðèâàåìîãî ïàðàëëåëåïèïåäà. Ñëåäîâàòåëüíî, (~a, ~b, ~c) = V .
Åñëè æå α > π/2, òî cosα < 0 è |~a| cosα = −h. Ñëåäîâà-

h

®

Sn

a

b

c

�èñ. 2.9: Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå.

òåëüíî,

(~a, ~b, ~c) = −V.
Îáúåäèíÿÿ îáà ýòè ñëó÷àÿ, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî

(~a, ~b, ~c) = ±V,

èëè

V = |(~a, ~b, ~c)|.
Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå òðåõ âåêòîðîâ ñ òî÷íîñòüþ äî

çíàêà ðàâíî îáúåìó ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ, êàê íà ðåáðàõ.

2.2.3 Îáú¼ì ïàðàëëåëèïèïåäà, òðåóãîëüíîé

ïèðàìèäû

Îáú¼ì ïàðàëåëëèïèïåäà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðà ~a, ~b, ~c ðàâåí ñìåøàííîìó ïðîèçâåäåíèþ ýòèõ âåêòîðîâ.

V = |~a~b~c| = mod

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

a1 ·
∣

∣

∣

∣

b2 b3
c2 c3

∣

∣

∣

∣

− a2 ·
∣

∣

∣

∣

b1 b3
c1 c3

∣

∣

∣

∣

+ a3 ·
∣

∣

∣

∣

b1 b2
c1 c2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= |a1(b2c3 − b3c2)− a2(b1c3 − b3c1) + a3(b1c2 − b2c1)|.

Îáú¼ì òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû íà âåêòîðàõ ~a, ~b, ~c â øåñòü ðàç ìåíüøå îáú¼ìà ïàðàëëåëèïèïåäà, íàòÿíóòîãî
íà âåêòîðà ~a, ~b, ~c.

V
òðåóã. ïèðàìèäà

=
~a~b~c

6
=

1

6
·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Óñëîâèå êîìïëàíàðíîñòè òð¼õ âåòîðîâ

Îïðåäåëåíèå 2.2.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîðà êîìïëàíàðíû, åñëè îíè ëåæýàò â îäíîé ïëîñêîñòè.

Óñëîâèå òîãî, ÷òî òðè âåêòîðà êîïìëàíàðíû ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî îáú¼ì ïàðàëëåëèïèïåäà, ïîñòðîåííûé

íà ýòèõ âåêòîðàõ ðàâåí íóëþ. Òàêèì îáðàçîì ñïðàâåäëèâî:

Âåêòîðà ~a = (a1, a2, a3), ~b = (b1, b2, b3), ~c = (c1, c2, c3) � êîìïëàíàðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè

ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ~a~b~c ðàâíî íóëþ.
Èíà÷å ãîâîðÿ, âåêòîðà ~a, ~b, ~c � êîìïëàíàðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.
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Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî ~a · (~b× ~c) = (~a×~b) · ~c.
2. Áóäóò ëè êîìïëàíàðíû (ò.å. ëåæàòü â îäíîé ïëîñêîñòè) âåêòîðà ~a1 = ~a+ 2~b, ~a2 = 2~a +~b, ~a3 = ~a −~b, ãäå ~a, ~b �

âåêòîðà èç R
3
?

Óïðàæíåíèÿ ê 2.2

Óïðàæíåíèå 2.2.1. Âûïîëíåíî ëè ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè äëÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ò.å. ñïðàâåäëèâî ëè

ðàâåíñòâî (~a×~b)× ~c = ~a× (~b× ~c)?

Óïðàæíåíèå 2.2.2. Íàéäèòå îáúåì ïèðàìèäû ïîñòðîåííîé íà âåêòîðàõ ~a = {1; 2; 3}, ~b = {1;−1; 1}, ~c = {2; 0;−1}.

Óïðàæíåíèå 2.2.3. Îáúåì òåòðàýäðà ðàâåí 5, òðè åãî âåðøèíû èçâåñòíû A(2; 1;−1), B(3; 0; 1), C(2;−1; 3). Íàé-
äèòå êîîðäèíàòû ÷åòâ¼ðòîé âåðøèíû D, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíà ëåæèò íà îñè Oy.

Óïðàæíåíèå 2.2.4. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî

(~a~b~c)2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~a · ~a ~a ·~b ~a · ~c
~b · ~a ~b ·~b ~b · ~c
~c · ~a ~c ·~b ~c · ~c

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Óïðàæíåíèå 2.2.5. Íàçîâ¼ì äâîéíûì âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì [~a,~b,~c] = ~a× (~b×~c). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ äâîéíîãî

âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñïðàâåäëèâà �îðìóëà Ëàãðàíæà:

[

~a,~b,~c
]

= ~b · (~a · ~c)− ~c ·
(

~a ·~b
)

.

Äàííîå ðàâåíñòâî ìîæíî çàïîìíèòü ïî ìíåìîíè÷åñêîìó ïðàâèëó ¾áàö ìèíóñ öàá¿.

Óïðàæíåíèå 2.2.6. Äîêàæèòå òîæäåñòâî ßêîáè: [~a,~b,~c] + [~b,~c,~a] + [~c,~a,~b] = 0.

Îòâåòû: 2.2.1 Íåò. Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå ïðèìåð ~a = (1, 2, 0), ~b = (−1, 0, 0), ~c = (0, 2, 1) è ïîëó÷èòå (~a×~b)× ~c =

(−4, 0, 0) 6= (−4, 2, 1) = ~a × (~b × ~c). 2.2.2 13/6. 2.2.3 ??? 2.2.6 Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü �îðìóëîé Ëàãðàíæà èç

ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ.

2.3 Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ íà ïëîñêîñòè

2.3.1 Óðàâíåíèå ïðÿìîé

1. Íà÷í¼ì ñ îáùåãî óðàâíåíèÿ ïðÿìîé (ñì. ðèñ. 2.11)

ax+ by + c = 0, a2 + b2 6= 0,

äàííûé âèä ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ å¼ êàíîíè÷åñêèì âèäîì. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, åñëè b 6= 0, óðàâíåíèå ìîæíî

ðàçäåëèòü íà b è çàïèñàòü â âèäå

y = kx+ d, ãäå k = −a/b, d = −c/b.

Îïðåäåëåíèå 2.3.1. Âñÿêèé íåíóëåâîé âåêòîð

~l = {m,n}, ëåæàùèé íà ïðÿìîé èëè ïàðàëëåëüíûé åé,

íàçûâàåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ýòîé ïðÿìîé.

Âåêòîð íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì (íîðìàëüíûì èëè âåêòîðîì íîðìàëè) ïðÿìîé, åñëè îí ïåðïåíäèêóëÿðåí

åå íàïðàâëÿþùåìó âåêòîðó.

Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîð ~n = {a, b} îðòîãîíàëåí ïðÿìîé ax+ by + c = 0 (ñì. ðèñ. 2.10(b)).
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0

x

ax by c+ + =0

y

Ã a b=-arctg( / )

(a)

0

x

y

( ; )x y1 1

( ; )x y2 2

n a b( , )

ax by c+ + =0

l

(b)

0

x

x x- 1

y

( ; )x y1 1

( ; )x y2 2

y y- 1

x x2 1- y y2 1-=

()

�èñ. 2.10: Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè: (a); (b); ().

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì äâå ïðîèçâîëüíûå ðàçëè÷íûå òî÷êè íà ïðÿìîé (x1, y1) è (x2, y2), ò.å. îíè óäîâëå-

òâîðÿþò óðàâíåíèþ

ax1 + by1 + c = 0, ax2 + by2 + c = 0.

Åñëè âû÷åñòü èç îäíîãî óðàâíåíèÿ äðóãîå, òî ïîëó÷èì

a(x1 − x2) + b(y1 − y2) = 0 ⇐⇒ ~n ·~l = 0,

ãäå

~l = {x1 − x2, y1 − y2} � íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé.

2. Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå çàäàííûå ðàçëè÷íûå òî÷êè (x1, y1), (x2, y2) çàïèñûâàåòñÿ â

âèäå (ñì. ðèñ. 2.12).

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x y 1
x1 y1 1
x2 y2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0

èëè

x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

.

Â ñëó÷àå x2 = x1 ïðÿìóþ ïîíèìàåì, êàê x = x1, à â ñëó÷àå y2 = y1 ïðÿìóþ ïîíèìàåì, êàê y = y1.

2.3.2 �àñïîëîæåíèå ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè

Ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ò.å. ïàðàëëåëüíû, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ. Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè

a1x+ b1y + c1 = 0, a21 + b21 6= 0 è a2x+ b2y + c2 = 0, a22 + b22 6= 0 ìîæíî íàéòè ïî �îðìóëå

cosα =
a1a2 + b1b2

√

a21 + b21 ·
√

a22 + b22
.

Â ñëó÷àå çàäàíèÿ ïðÿìûõ â âèäå y = k1x+d1 è y = k2x+d2, óãîë ìåæäó ïðÿìûìè ìîæíî íàéòè èç ðàâåíñòâà

tgα =
k1 − k2
1 + k1k2

.

�àññìîòðèì ïîäðîáíåå ñëó÷àè ïàðàëëåëüíîñòè è îðòîãîíàëüíîñòè äâóõ ïðÿìûõ.

1. Ïðÿìûå a1x + b1y + c1 = 0, a21 + b21 6= 0 è a2x + b2y + c2 = 0, a22 + b22 6= 0 ïàðàëëåëüíû, åñëè ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî: a1 · b2 = a2 · b1 (äàííîå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò ïðîïîðöèîíàëüíîñòü âåêòîðîâ (a1; b1) è (a2; b2)).

2. Ïðÿìûå a1x+b1y+c1 = 0, a21+b
2
1 6= 0 è a2x+b2y+c2 = 0, a22+b

2
2 6= 0 ïåðïåíäèêóëÿðíû (èëè îðòîãîíàëüíû),

åñëè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî: a1 ·a2+ b1 · b2 = 0 (äàííîå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
âåêòîðîâ (a1; b1) è (a2; b2) ðàâíî íóëþ).

Â ñëó÷àå çàäàíèÿ ïðÿìûõ â âèäå y = k1x+ d1 è y = k2x+ d2, óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè k1 · k2 = −1.
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0 x

a x b y c1 + + =01 1

y

a x b y c2 + + =02 2 0 x

a x b y c1 + + =01 1

y

a x b y c2 + + =02 2

�èñ. 2.11: Ïàðàëëåëüíîñòü. �èñ. 2.12: Ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü.

2.3.3 Óðàâíåíèå ïðÿìîé â îòðåçêàõ, íîðìàëüíîå è ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå

ïðÿìîé

Óðàâíåíèå ïðÿìîé â îòðåçêàõ

Óðàâíåíèå ïðÿìîé ëèíèè, ïåðåñåêàþùåé îñü Ox â òî÷êå (a, 0) è îñü Oy â òî÷êå (0, b):

x

a
+
y

b
= 1 (a 6= 0, b 6= 0).

Â ýòîì âèäå íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.

Íîðìàëüíîå óðàâíåíèå ïðÿìîé

x cos θ + y sin θ − p = 0,

ãäå p � äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî íà ïðÿìóþ èç íà÷àëà êîîðäèíàò, à θ � óãîë (èçìåðåííûé â

ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè) ìåæäó ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox è íàïðàâëåíèåì ýòîãî ïåðïåí-

äèêóëÿðà. Åñëè p = 0, òî ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, à óãîë θ = ϕ + π
2 çàäà¼ò óãîë íàêëîíà

ïðÿìîé.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåéòè îò êàíîíè÷åñêîãî âèäà ïðÿìîé ax+ by + c = 0, a2 + b2 6= 0 ê íîðìàëüíîìó âèäó,

äîñòàòî÷íî ðàçäåëèòü îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ, çàäàííîãî â êàíîíè÷åñêîì âèäå íà

√
a2 + b2.

Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé

Ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

{

x = x0 +mt,

y = y0 + nt,
⇐⇒ ~r = ~r0 + t~l,

ãäå t � ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð,

~l = (m, n) � êîîðäèíàòû x è y íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ïðÿìîé, ~r0 =
(x0, y0) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðÿìîé.

2.3.4 �àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé, ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè

�àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé

�àññòîÿíèå îò òî÷êè P (x0, y0) äî ïðÿìîé ax+ by + c = 0, a2 + b2 6= 0 âûðàæàåòñÿ �îðìóëîé:

̺ =
|ax0 + by0 + c|√

a2 + b2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïóñòèì èç òî÷êè P (x0, y0) ïåðïåíäèêóëÿð íà ïðÿìóþ ax + by + c = 0. Îñíîâàíèå ïåð-

ïåíäèêóëÿðà îáîçíà÷èì ÷åðåç òî÷êó Q(x1, y1) (ñì. ðèñ. 2.13) Ïîñêîëüêó âåêòîð

−−→
PQ îðòîãîíàëåí ïðÿìîé

ax + by + c = 0 (òàêæå êàê è âåêòîð ~n = (a, b)), òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà k ∈ R, ÷òî ñïðàâåäëèâî−−→
PQ = −k~n (ñì. ðèñ. 2.14) èëè

{

x1 − x0 = −ka,
y1 − y0 = −kb.

⇐⇒
{

x1 = x0 − ka,

y1 = y0 − kb.
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0 x

ax by c+ + =0

y
P x y( 0 0, )

Q(x y1 1, )

½

0 x

ax by c+ + =0

y
P x y( 0 0, )

Q(x y1 1, )
n a b( , )

�èñ. 2.13: �èñ. 2.14:

Ïîñêîëüêó òî÷êà Q ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé, òî å¼ êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

a(x0 − ka) + b(y0 − kb) + c = 0 ⇐⇒ k =
ax0 + by0 + c

a2 + b2
.

Òåïåðü èç óðàâíåíèÿ |−−→PQ| = |k| · |~n| íàõîäèì ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé.

�àññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè

�àññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè ax+ by + c1 = 0, a2 + b2 6= 0 è ax+ by + c2 = 0.

̺ =
|c1 − c2|√
a2 + b2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (x0, y0) íà ïåðâîé ïðÿìîé, ò.å. âûïîëíåíî ax0 + by0+ c1 = 0.
Íàéä¼ì ðàññòîÿíèå îò ýòîé òî÷êè äî äðóãîé ïðÿìîé:

̺ =
|ax0 + by0 + c2|√

a2 + b2
=

|(ax0 + by0 + c1) + (c2 − c1)|√
a2 + b2

=
|c1 − c2|√
a2 + b2

.

Ï ð è ì å ð 2.3.1. Ïðÿìàÿ l1 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè (−3; 2) è (1; 1) êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (x; y). Ïðÿìàÿ
l2 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (−5; 4) è ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé l1. Íàéòè êîîðäèíàòû ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ l1 è

l2.

�åøåíèå. Ñîñòàâèì óðàâíåíèå ïðÿìîé l1 ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè (−3; 2) è (1; 1):

x− 1

−3− 1
=
y − 1

2− 1
⇐⇒ y = −x

4
+

5

4
.

Óãëîâîé êîý��èöèåíò k1 ïðÿìîé l1 ðàâåí −1/4. Èç óñëîâèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ l1 è l2 íàõîäèì

óãëîâîé êîý��èöèåíò k2 ïðÿìîé l2:

k1 · k2 = −1 ⇐⇒ k2 = 4.

Íàéä¼ì óðàâíåíèå ïðÿìîé l2, èñïîëüçóþ óñëîâèå, ÷òî äàííàÿ ïðÿìàÿ l2 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (−5; 4):

(y − 4) = k2(x+ 5) ⇐⇒ y = 4x+ 24.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ èñõîäíûõ ïðÿìûõ, äîñòàòî÷íî ðåøèòü ñèñòåìó:

{

y = −x
4 + 5

4 ,

y = 4x+ 24.
⇐⇒

{

x = − 91
17 ,

y = 44
17 .

Îòâåò: (−91/17; 44/17).
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2.3.5 Ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò.

Îïðåäåëåíèå 2.3.2. Ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò � äâóõìåðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé êàæäàÿ

òî÷êà íà ïëîñêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ÷èñëàìè � ïîëÿðíûì óãëîì è ïîëÿðíûì ðàäèóñîì.

Ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò çàäà¼òñÿ ëó÷îì, êîòîðûé íàçûâàþò íóëåâûì èëè ïîëÿðíîé îñüþ. Òî÷êà, èç

êîòîðîé âûõîäèò ýòîò ëó÷, íàçûâàåòñÿ íà÷àëîì êîîðäèíàò èëè ïîëþñîì. Ëþáàÿ òî÷êà íà ïëîñêîñòè îïðåäåëÿ-

åòñÿ äâóìÿ ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè: ðàäèàëüíîé è óãëîâîé. �àäèàëüíàÿ êîîðäèíàòà (îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ

r) ñîîòâåòñòâóåò ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè äî íà÷àëà êîîðäèíàò. Óãëîâàÿ êîîðäèíàòà òàêæå íàçûâàåòñÿ ïîëÿðíûì

óãëîì èëè àçèìóòîì è îáîçíà÷àåòñÿ ϕ, ðàâíà óãëó, íà êîòîðûé íóæíî ïîâåðíóòü ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè

ïîëÿðíóþ îñü äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîïàñòü â ýòó òî÷êó.

Ñâÿçü ìåæäó äåêàðòîâûìè è ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè

Ïàðó ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò r è ϕ ìîæíî ïåðåâåñòè â Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû x è y ïóò¼ì ïðèìåíåíèÿ òðèãî-

íîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé ñèíóñà è êîñèíóñà:

x = r cosϕ,

y = r sinϕ,

â òî âðåìÿ êàê äâå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû x è y ìîãóò áûòü ïåðåâåäåíû â ïîëÿðíóþ êîîðäèíàòó r :

r2 = y2 + x2.

Çíà÷åíèå ϕ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî èç ðàâåíñòâà:

tgϕ = y/x.

0

x

y

(a)

x

y

(b)

x

y

1

()

x

y

(d)

x

y

(e)

x

y

(f)

�èñ. 2.15: �ðà�èêè �óíêöèé: (a): r(ϕ) = ϕ; (b): r(ϕ) = | sin(4ϕ)|; (): r(ϕ) = 1/ϕ; (d): r(ϕ) = 1/ sin(3ϕ); (e):
r(ϕ) = 2 + cos(4ϕ); (f): r(ϕ) = | sin(2ϕ) + cos(2ϕ)|.
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2.3.6 Ïðåîáðàçîâàíèå äåêàðòîâûõ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè

Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ

Îïðåäåëåíèå 2.3.3. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ � ÷àñòíûé ñëó÷àé äâèæåíèÿ, ïðè êîòîðîì âñå òî÷êè ïðîñòðàí-

ñòâà ïåðåìåùàþòñÿ â îäíîì è òîì æå íàïðàâëåíèè íà îäíî è òî æå ðàññòîÿíèå.

{

x = x′ + a,

y = y′ + b
⇐⇒

{

x′ = x− a,

y′ = y − b

O

x

y y’

x’

O’

O

x

y y’

x’

O’

�èñ. 2.16: �èñ. 2.17:

Ïîâîðîò êîîðäèíàòíûõ îñåé

Îïðåäåëåíèå 2.3.4. Ïîâîðîò (âðàùåíèå) � äâèæåíèå, ïðè êîòîðîì ïî êðàéíåé ìåðå îäíà òî÷êà ïëîñêîñòè

(ïðîñòðàíñòâà) îñòà¼òñÿ íåïîäâèæíîé. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ öåíòðîì âðàùåíèÿ.

Ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò â öåíòð âðàùåíèÿ. Òîãäà âðàùåíèÿ â ïëîñêîñòè ïåðåìåùàþò òî÷êè ïî äóãå

îêðóæíîñòè, öåíòð êîòîðîé íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò. �àññìîòðèì ñíà÷àëà äâèæåíèå îäíîé òî÷êè ïðè

ïîâîðîòå íà óãîë α (ïîëîæèòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè), ò. å. ïîâîðîò ðàäèóñ-

âåêòîðà íà óãîë (ñì. ðèñ. 2.18). Ïóñòü òî÷êà A ðàñïîëàãàëàñü íà ðàññòîÿíèè r îò íà÷àëà êîîðäèíàò, à åå

ðàäèóñ-âåêòîð ñîñòàâëÿë óãîë β ñ îñüþ àáñöèññ. Òîãäà êîîðäèíàòû òî÷êè A′
â íîâîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå

Ox′y′ îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè

x′ = r cosβ, y′ = r sinβ.

Ïîñëå ïîâîðîòà âåêòîð áóäåò ñîñòàâëÿòü óãîë β+α, à êîîðäèíàòû òî÷êè A′
â ñòàðîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå Oxy

áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

x = r cos(β + α) = r cosβ cosα− r sinβ sinα = x′ cosα− y′ sinα

y = r sin(β + α) = r sinβ cosα+ r cosβ sinα = x′ sinα+ y′ cosα

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè ñîõðàíÿþòñÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè, à ñëåäîâàòåëüíî,

è óãëû ìåæäó îòðåçêàìè.

{

x = cosα · x′ − sinα · y′,
y = sinα · x′ + cosα · y′,

⇐⇒
{

x′ = cosα · x+ sinα · y,
y′ = − sinα · x+ cosα · y,

Èëè â ìàòðè÷íîì âèäå

(

x
y

)

=

(

cosα − sinα
sinα cosα

)(

x′

y′

)

⇐⇒
(

x′

y′

)

=

(

cosα sinα
− sinα cosα

)(

x
y

)
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O

x

y

®
¯

® ¯+

x
’

y’

A

A’

O

x

y

®

x
’

y’

�èñ. 2.18: �èñ. 2.19:

Ïàðàëëåëüíûé ñäâèã è ïîâîðîò êîîðäèíàò îñåé

Îáúåäèíÿÿ, ñêàçàííîå âûøå, ïðèõîäèì ê �îðìóëàì:

(

x
y

)

=

(

cosα − sinα
sinα cosα

)(

x′

y′

)

+

(

x0
y0

)

⇐⇒
(

x′

y′

)

=

(

cosα sinα
− sinα cosα

)(

x− x0
y − y0

)

O

x

y

O’
®

x
’

y’

(x0 0, )y

O

x

y

O’
®

x
’

y’

(x0 0, )y

�èñ. 2.20: �èñ. 2.21:

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Íàéòè óãîë ìåæäó ïðÿìûìè y = 2x+ 3, y = 3x+ 2.

2. Íàéòè óãîë ìåæäó ïðÿìûìè y = 2x+ 3, 2y + x = 15.

3. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè x− y + 3 = 0 è 2x− 2y + 7 = 0.

4. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A(2; 1) è B(−1; 3).

Óïðàæíåíèÿ ê 2.3

Óïðàæíåíèå 2.3.1. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A(4;−2) äî ïðÿìîé 8x− 15y − 11 = 0.

Óïðàæíåíèå 2.3.2. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A(2; 7) äî ïðÿìîé 12x + 5y − 7 = 0.

Óïðàæíåíèå 2.3.3. Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà: A(−1.7;−3.28), B(4; 3) è C(2;−1). Âû÷èñëèòü äëèíó åãî âûñîò.

Óïðàæíåíèå 2.3.4. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ áèññåêòðèñ óãëîâ, îáðàçîâàííûõ äâóìÿ ïðÿìûìè 2x − 9y + 18 = 0 è

6x+ 7y − 21 = 0. Ïðîâåðèü, ÷òî ýòè áèññåêòðèñû ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã äðóãó.

Óïðàæíåíèå 2.3.5. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé y = (8/15)x + 1 è ïðîõîäÿùåé îò òî÷êè

P (6;−2) íà ðàññòîÿíèè 4.
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Óïðàæíåíèå 2.3.6. Ïðÿìàÿ l1 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè (4; 5) è (7; 6) êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (x; y). Ïðÿìàÿ l2
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (3;−5) è ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé l1. Íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ l1 è l2.

Óïðàæíåíèå 2.3.7. Â òðåóãîëüíèêå ABC èçâåñòíû ñòîðîíû AB = 12, BC = 18 è AC = 24. Äîêàæèòü, ÷òî

ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí Om è áèññåêòðèññ Ol, ïàðàëëåëüíà ñòîðîíå BC è íàéäèòå

äëèíó îòðåçêà OmOl.

Óïðàæíåíèå 2.3.8. �åøèòå ñèñòåìó







√

x2 + (y − 4)2 +
1√
5
|x− 2y − 2| = 2

√
5,

x > 2.

Óïðàæíåíèå 2.3.9. Ïðÿìàÿ çàäàíà óðàâíåíèåì 2x+4y−4 = 0. Ïðîèçâåäÿ ïîâîðîò êîîðäèíàòíûõ îñåé Oxy íà óãîë
π/6 ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïåðåéòè ê êîîðäèíàòàì Ox′y′

è çàïèñàòü âèä èñõîäíîé ïðÿìîé â íîâûõ êîîðäèíàòàõ.

Óïðàæíåíèå 2.3.10. Êðèâàÿ çàäàíà óðàâíåíèåì x2 − 2xy+ y2− 10
√
2(x+ y) = 0. Ïðîèçâåäÿ ïîâîðîò êîîðäèíàòíûõ

îñåé Oxy íà óãîë π/4 ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïåðåéòè ê êîîðäèíàòàì Ox′y′
è çàïèñàòü âèä èñõîäíîé êðèâîé â

íîâûõ êîîðäèíàòàõ.

Îòâåòû: 2.3.1. 3. 2.3.2. 4. 2.3.3. hA = 29
√
5/28, hB = 58/13, hC = 2. 2.3.4. 8x − 2y − 3 = 0, 4x + 16y − 39 = 0.

2.3.5. y = (8/15)x − 2/3. 2.3.6. (1/10; 111/30). 2.3.7. OmOl = BC/9 = 2. 2.3.8. (2; 0). Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü

òåì, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â ïåðâîé �îðìóëå ìîæíî èíòåðïðèòèðîâàòü êàê ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé. 2.3.9.

x′(
√
3− 2) + (1 + 2

√
3)y′ = 4. 2.3.10. (y′)2 − 10x′ = 0.

2.4 Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ â ïðîñòðàíñòâå

2.4.1 Ïëîñêîñòü

Íàçîâ¼ì ïëîñêîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùåå çàäàííîìó óðàâíåíèþ:

Ax+By + Cz +D = 0, A2 +B2 + C2 6= 0,

Äàííîå óðàâíåíèå áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèì âèäîì ïëîñêîñòè.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè áóäåò îðòîãîíàëåí âåêòîðó ~n = (A,B,C),
êîòîðûé ìû íàçîâ¼ì âåêòîðîì íîðìàëè ê ïëîñêîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüì¼ì äâå ïðîèçâîëüíûå ðàçëè÷íûå òî÷êè íà ïëîñêîñòè (x1, y1, z1) è

(x2, y2, z2), ò.å. îíè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

O

y

x

zAx By Cz D+ + + =0

n A B C=( , , )

�èñ. 2.22: Ïëîñêîñòü.

Ax1 +By1 + Cz1 +D = 0,

Ax2 +By2 + Cz2 +D = 0.

Åñëè âû÷åñòü èç îäíîãî óðàâíåíèÿ äðóãîå, òî ïîëó÷èì

A(x1 − x2) +B(y1 − y2) + C(z1 − z2) = 0 ⇐⇒
⇐⇒ ~n ·~l = 0,

ãäå

~l = {x1 − x2, y1 − y2, z1 − z2} � âåêòîð ëåæàùèé â

ïëîñêîñòè.

Â âåêòîðíîé �îðìå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ìîæíî çàïè-

ñàòü â âèäå:

(~r, ~n) +D = 0

ãäå ~r � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè M(x, y, z), âåêòîð ~n = (A,B,C) ïåðïåíäèêóëÿðåí ê ïëîñêîñòè (íîðìàëüíûé

âåêòîð). Íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû âåêòîðà ~n:

cosα =
A√

A2 + B2 + C2
, cosβ =

B√
A2 +B2 + C2

,

cos γ =
C√

A2 +B2 + C2
.
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Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ïî òð¼ì òî÷êàì, íå ëåæàùèì íà îäíîé ïðÿìîé

Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òðè çàäàííûå òî÷êè (xa; ya; za), (xb; yb; zb), (xc; yc; zc) íå ëåæàùèå íà
îäíîé ïðÿìîé, ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

((~r − ~ra), (~rb − ~ra), (~rc − ~ra)) = 0,

(ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ðàâíî íóëþ), èíà÷å

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x− xa y − ya z − za
xb − xa yb − ya zb − za
xc − xa yc − ya zc − za

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0 ⇐⇒

A(x− xa) +B(y − ya) + C(z − za) = 0,

ãäå

A =

∣

∣

∣

∣

yb − ya zb − za
yc − ya zc − za

∣

∣

∣

∣

, B = −
∣

∣

∣

∣

xb − xa zb − za
xc − xa zc − za

∣

∣

∣

∣

, C =

∣

∣

∣

∣

xb − xa yb − ya
xc − xa yc − ya

∣

∣

∣

∣

.

Íîðìàëüíîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè

Íîðìàëüíîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè:

x cosα+ y cosβ + z cos γ − p = 0.

â âåêòîðíîé �îðìå: (~r, ~n0)−p = 0, ãäå ~n0 � åäèíè÷íûé âåêòîð, p � ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ïëîñ-

êîñòè. Êàê ìû óæå çàìå÷àëè, óãëû α, β, γ � óãëû ìåæäó âåêòîðîì íîðìàëè ïëîñêîñòè è ñîîòâåòñòâóþùèìè

êîîðäèíàòíûìè îñÿìè. Íîðìàëüíîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè

óìíîæåíèåì íà íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü µ = ± 1√
A2+B2+C2

(çíàêè µ è D ïðîòèâîïîëîæíû).

Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â îòðåçêàõ

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ìîæíî âûïèñàòü ñðàçó, åñëè óäîáíûì îáðàçîì âûáðàòü ñèñòåìó êîîðäèíàò.

Ïîêàæåì íà ïðèìåðàõ, ÷òî èìååòñÿ â âèäó:

Ï ð è ì å ð 2.4.1. Äîïóñòèì, ÷òî íàì óäàëîñü ââåñòè ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òî èçâåñòíî, ÷òî

èñêîìàÿ ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç îñè êîîðäèíàò Ox, Oy, Oz â òî÷êàõ x0, y0, z0 ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ.

2.23). Òîãäà óðàâíåíèå ïëîñêîñòè çàïèøåòñÿ â âèäå

x

x0
+

y

y0
+

z

z0
= 1.

O

D

x

z0

y

z

x0

y0

O

x

z0

y

z

x0

�èñ. 2.23:

x
x0

+ y
y0

+ z
z0

= 1. �èñ. 2.24:

x
x0

+ z
z0

= 1.
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Ï ð è ì å ð 2.4.2. Äîïóñòèì, ÷òî íàì óäàëîñü ââåñòè ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òî èçâåñòíî,

÷òî èñêîìàÿ ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà êàêîé ëèáî îñè êîîðäèíàò Ox, Oy èëè Oz. Òîãäà â óðàâíåíèè ïëîñêîñòè
áóäåò îòñóòñòâîâàòü ýòà êîîðäèíàòà. Íàïðèìåð ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà ëèáî ïðîõîäèò ÷åðåç îñü Ox, òîãäà
â óðàâíåíèè ïëîñêîñòè îòñóòñâóåò êîîðäèíàòà x. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøà ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà îñè Oy
è ïðîõîäèò ÷åðåç îñè êîîðäèíàò Ox, Oz â òî÷êàõ x0, z0 ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 2.24). Òîãäà óðàâíåíèå

ïëîñêîñòè çàïèøåòñÿ â âèäå

x

x0
+

z

z0
= 1.

Ï ð è ì å ð 2.4.3. Äîïóñòèì, ÷òî íàì óäàëîñü ââåñòè ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òî èçâåñòíî,

÷òî èñêîìàÿ ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà ñðàçó äâóì êàêèì ëèáî îñÿì êîîðäèíàò. Òîãäà â óðàâíåíèè ïëîñêîñòè

áóäåò îòñóòñòâîâàòü ýòè äâå êîîðäèíàòû. Íàïðèìåð ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà ëèáî ïðîõîäèò ÷åðåç îñè Ox è

Oy. Òîãäà â óðàâíåíèè ïëîñêîñòè îòñóòñâóåò êîîðäèíàòà x è êîîðäèíàòà y.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøà ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà îñÿì Ox è Oy è ïðîõîäèò ÷åðåç îñü êîîðäèíàò Oz â òî÷êå

z0 (ñì. ðèñ. 2.25). Òîãäà óðàâíåíèå ïëîñêîñòè çàïèøåòñÿ â âèäå

z = z0.

Åù¼ îäèí òàêîé ñëó÷àé èçîáðàæ¼í íà ðèñ. 2.26, ñëó÷àé, êîãäà ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà îñÿì Oy, Oz.

O

x

z0

y

z

O

x
y

z

x0

�èñ. 2.25: z = z0. �èñ. 2.26: x = x0.

Ï ð è ì å ð 2.4.4. Äîïóñòèì, ÷òî íàì óäàëîñü ââåñòè ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òî èçâåñòíî, ÷òî

èñêîìàÿ ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà êàêîé ëèáî îñè êîîðäèíàò Ox, Oy èëè Oz. Òîãäà, êàê óæå íàì èçâåñòíî, â

óðàâíåíèè ïëîñêîñòè áóäåò îòñóòñòâîâàòü ýòà êîîðäèíàòà.

O

x
y

z

( ;x1 z1)

( ;x2 z2)

O
x

y

z
( ;x0 0z )

�èñ. 2.27:

x−x1

x2−x1

= z−z1
z2−z1

.

�èñ. 2.28:

x
x0

= z
z0
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøà ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà îñè Oy è ïðîõîäèò ÷åðåç äâå çàäàííûå òî÷êè (x1; 0; z1) è
(x2; 0; z2). Òîãäà â óðàâíåíèè ïëîñêîñòè áóäåò îñóòñòâîâàòü êîîðäèíàòà y, è ïîòîìó óðàâíåíïèå ïðÿìîé â ïëîñ-
êîñòè Oxz áóäåò óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå (ñì. ðèñ. 2.27). Ò.å. óðàâíåíèå ïëîñêîñòè çàïèøåòñÿ â

âèäå

x− x1
x2 − x1

=
z − z1
z2 − z1

.

Åù¼ îäèí òàêîé ñëó÷àé èçîáðàæ¼í íà ðèñ. 2.28, ñëó÷àé, êîãäà ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà îñè Oy è ïðîõîäèò

÷åðåç òî÷êè (0; 0; 0) è (x0; 0; z0).
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2.4.2 �àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè

�àññòîÿíèå îò òî÷êè A(x0, y0, z0) äî ïëîñêîñòè Ax+By + Cz +D = 0 ìîæíî âû÷èñëèòü ïî �îðìóëå

̺ =
|Ax0 +By0 + Cz0 +D|√

A2 +B2 + C2

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò ðàññóæäåíèå î íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ

îò òî÷êè äî ïðÿìîé â R
2
. Äåéñòâèòåëüíî, îïóñòèì èç òî÷êè P (x0, y0, z0) ïåðïåíäèêóëÿð íà ïëîñêîñòü Ax +

By + Cz + D = 0 Îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà îáîçíà÷èì ÷åðåç òî÷êó Q(x1, y1, z1).Ïîñêîëüêó âåêòîð

−−→
PQ

îðòîãîíàëåí ïëîñêîñòè Ax + By + Cz + D = 0 (òàêæå êàê è âåêòîð ~n = (A,B,C)), òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ

êîíñòàíòà k ∈ R, ÷òî ñïðàâåäëèâî
−−→
PQ = −k~n èëè











x1 − x0 = −kA,
y1 − y0 = −kB,
z1 − z0 = −kC.

⇐⇒











x1 = x0 − kA,

y1 = y0 − kB,

z1 = z0 − kC.

Ïîñêîëüêó òî÷êà Q ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé, òî å¼ êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

A(x0 − kA) +B(y0 − kB) + C(z0 − kC) +D = 0 ⇐⇒ k =
Ax0 +By0 + Cz0 +D

A2 +B2 + C2
.

Òåïåðü èç óðàâíåíèÿ |−−→PQ| = |k| · |~n| íàõîäèì ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè.

�àññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè

�àññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè Ax+By+Cz+D1 = 0, A2+B2+C2 6= 0 è Ax+By+Cz+D2 = 0.

̺ =
|D1 −D2|√
A2 +B2 + C2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (x0, y0, z0) íà ïåðâîé ïëîñêîñòè, ò.å. âûïîëíåíî Ax0 +By0 +
Cz0 +D1 = 0. Íàéä¼ì ðàññòîÿíèå îò ýòîé òî÷êè äî äðóãîé ïðÿìîé:

̺ =
|Ax0 +By0 + Cz0 +D2|√

A2 +B2 + C2
=

|(Ax0 +By0 + Cz0 +D1) + (D2 −D1)|√
A2 +B2 + C2

=
|D1 −D2|√
A2 +B2 + C2

.

2.4.3 Óðàâíåíèÿ ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå

Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé

Âåêòîðíîå ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå:

~r = ~r0 + t ·~l, t ∈ (−∞, +∞),

ãäå ~r0 � ðàäèóñ-âåêòîð íåêîòîðîé �èêñèðîâàííîé òî÷êè M0, ëåæàùåé íà ïðÿìîé,

~l � íåíóëåâîé âåêòîð,

êîëëèíåàðíûé ýòîé ïðÿìîé (íàçûâàåìûé å¼ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì), ~r � ðàäèóñ-âåêòîð ïðîèçâîëüíîé

òî÷êè ïðÿìîé.

Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå (ïîêîîðäèíàòíàÿ çàïèñü):

x = x0 +mt, y = y0 + n t, z = z0 + p t, t ∈ (−∞, +∞),

ãäå (x0, y0, z0) � êîîðäèíàòû íåêîòîðîé �èêñèðîâàííîé òî÷êè M0, ëåæàùåé íà ïðÿìîé;

~l = (m, n, p) �
êîîðäèíàòû âåêòîðà, êîëëèíåàðíîãî ýòîé ïðÿìîé.
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O

x

y

z

r0

r

l

O

x

y

z

l m n p=( , , )
( , )x y0 0,z0

�èñ. 2.29: �èñ. 2.30:

Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé

Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå:

x− x0
m

=
y − y0
n

=
z − z0
p

,

ãäå (x0, y0, z0) � êîîðäèíàòû íåêîòîðîé �èêñèðîâàííîé òî÷êè M0, ëåæàùåé íà ïðÿìîé;

~l = (m, n, p) �
êîîðäèíàòû íåíóëåâîãî âåêòîðà, êîëëèíåàðíîãî ýòîé ïðÿìîé.

Â ñëó÷àåm = 0 ïðÿìóþ ïîíèìàåì, êàê ïåðåñå÷åíèå ïëîñêîñòåé x = x0 è
y−y0

n
= z−z0

p
, à â ñëó÷àåm = n = 0

ïðÿìóþ ïîíèìàåì, êàê x = x0, y = y0, z � ëþáîå.

Ïðÿìàÿ, çàäàííàÿ ïåðåñå÷åíèåì ïëîñêîñòåé

Ïîñêîëüêó ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì äâóõ ðàçëè÷íûõ, íåïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé, çàäàííûõ ñîîòâåò-

ñòâåííî îáùèìè óðàâíåíèÿìè (ñì. ðèñ. 2.31): A1x + B1y + C1z + D1 = 0 è A2x + B2y + C2z + D2 = 0, òî
óðàâíåíèå ïðÿìîé ìîæíî çàäàòü ñèñòåìîé ýòèõ óðàâíåíèé:

¼1

¼2

O x

y

z

l x x y y z z=( - , - , - )2 1 2 1 2 1( , )x y1 1 1,z

( ,x y2 2, )z2

�èñ. 2.31: �èñ. 2.32:

{

A1x+B1y + C1z +D1 = 0,

A2x+B2y + C2z +D2 = 0.

Óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ïî äâóì ðàçëè÷íûì òî÷êàì

Óðàâíåíèÿ ïðÿìîé (ñì. ðèñ. 2.32), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå çàäàííûå ðàçëè÷íûå òî÷êè (x1, y1, z1), (x2, y2, z2)
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

=
z − z1
z2 − z1

.

Â ñëó÷àå x2 = x1 ïðÿìóþ ïîíèìàåì, êàê x = x1 è

y−y1

y2−y1
= z−z1

z2−z1
, à â ñëó÷àå x2 = x1, y2 = y1 ïðÿìóþ

ïîíèìàåì, êàê x = x1, y = y1, z � ëþáîå.
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2.4.4 Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ. �àññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ

ïðÿìûìè

Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ òî÷êîé (x0; y0; z0) è ñîíàïðàâëåííûì âåêòîðîì

~l = (m;n; p).
Óðàâíåíèÿ ïðÿìîé çàïèøóòñÿ â âèäå:

x− x0
m

=
y − y0
n

=
z − z0
p

.

Äâå ïðÿìûå â ïðîñòðàíñòâå ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• ïåðåñåêàþòñÿ (ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè),

• ïàðàëëåëüíû (ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè),

• ñêðåùèâàþòñÿ (íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè).

�àçáåð¼ì ñëó÷àé, êîãäà ïðÿìûå ñêðåùèâàþòñÿ è íàéä¼ì �îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó

ïðÿìûìè â ýòîì ñëó÷àå.

I ñïîñîá. �àññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè AB è CD (ñì. ðèñ. 2.33) ìîæíî íàéòè, íàïðè-

ìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì: Âîññòàíîâèì ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ïëîñêîñòü â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ïåðâîé ïðÿìîé

(íà ðèñóíêå ýòà ïëîñêîñòü ïðîâåäåíà ÷åðåç òî÷êó C) è ñïðîåêòèðóåì âòîðóþ ïðÿìóþ AB íà ýòó ïëîñêîñòü

(ïîëó÷àåì ïðÿìóþ BA1). Îñòà¼òñÿ íàéòè ðàññòîÿíèå îò ýòîé òî÷êè äî ñïðîåöèðîâàííîé ïðÿìîé, ò.å. âûñîòó

CC1 â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå A1CE1.

C D

B

A1 A

E1

C1

l1

H

A

B

C

Dl2

s

�èñ. 2.33: �èñ. 2.34:

Ýòî è áóäåò ðàññòîÿíèåì ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè.

II ñïîñîá. Ïîñêîëüêó íàì äàíû äâå ïðÿìûå, òî ó íàñ åñòü òî÷êà (x1; y1; z1) è ñîíàïðàâëåííûé âåêòîð

~l1 = (m1;n1; p1) ïåðâîé ïðÿìîé (ñì. ðèñ. 2.34). è òî÷êà (x2; y2; z2) è ñîíàïðàâëåííûé âåêòîð

~l2 = (m2;n2; p2)

âòîðîé ïðÿìîé. Ó íàñ îáðàçîâàëñÿ ïàðàëëåëèïèïåä íà òð¼õ âåêòîðàõ

~l1, ~l2, ~s = (x2 − x1; y2 − y1; z2 − z1).
�àññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè ìû ìîæåì íàéòè òàê: íàéä¼ì îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà è ïîäåëèì íà ïëîùàäü

îñíîâàíèÿ.

̺ =
|(~s, ~l1, ~l2|)
|~l1 ×~l2|

.

Ï ð è ì å ð 2.4.5. Äàí åäèíè÷íûé êóá ABCDA1B1C1D1. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè C1 äî ïëîñêîñòè AB1C
(ñì. ðèñ. 2.35). Ââåä¼ì ñèñòåìó êîîðäèíàò, êàê óêàçàíî íà ðèñ. 2.35. Ïîñêîëüêó èçâåñòíî, ÷òî ïëîñêîñòü AB1C
ïåðåñåêàåò êîîðäèíàòíûå îñè â òî÷êàõ A (x0 = 1), B1 (z0 = 1), C (y0 = 1), òî óðàâíåíèå ïëîñêîñòè èìååò âèä:

x

1
+
y

1
+
z

1
= 1.

Êîîðäèíàòû òî÷êè C1(0; 1; 1). Ïîýòîìó èñêîìîå ðàññòîÿíèå íàõîäèì ïî �îðìóëå:

̺ =
|Ax0 +By0 + Cz0 +D|√

A2 +B2 + C2
=

|0 + 1 + 1− 1|√
12 + 12 + 12

=
1√
3
.
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A1

B1 C1

D1

A

B C

D
x

y

z

1

1

1

�èñ. 2.35:

A1 B1

C1

A
B

C

x

y

z

6

2 2

K

D60
o

30
o

2

�èñ. 2.36:

Ï ð è ì å ð 2.4.6. Äàíà ïðàâèëüíàÿ òðåóãîëüíàÿ ïèðàìèäà ABCA1B1C1 ñî ñòîðîíàìè AC = 2, AA1 = 6.
Òî÷êà D òàêîâà, ÷òî AD = DB = 1. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè B1 äî ïëîñêîñòè A1CD (ñì. ðèñ. 2.36). Ââåä¼ì

ñèñòåìó êîîðäèíàò, êàê óêàçàíî íà ðèñ. 2.36. Óãîë ADC ïðÿìîé, ò.ê. CD � ìåäèàíà è âûñîòà â ïðàâèëüíîì

òðåóãîëüíèêå. Ïðîäîëæèì CD äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Oy â òî÷êå K. Òîãäà AK = AD/ cos 30◦ = 2/
√
3.

Ïîñêîëüêó èçâåñòíî, ÷òî ïëîñêîñòü A1CK ïåðåñåêàåò êîîðäèíàòíûå îñè â òî÷êàõ C (x0 = 2), K (y0 =
2/

√
3), C (z0 = 6), òî óðàâíåíèå ïëîñêîñòè èìååò âèä:

x

2
+

√
3y

2
+
z

6
= 1.

Êîîðäèíàòû òî÷êè B1(1;
√
3; 6). Ïîýòîìó èñêîìîå ðàññòîÿíèå íàõîäèì ïî �îðìóëå:

̺ =
|Ax0 +By0 + Cz0 +D|√

A2 +B2 + C2
=

|1/2 + 3/2 + 1− 1|
√

1/4 + 3/4 + 1/36
=

12√
37
.

Ï ð è ì å ð 2.4.7. Äàíà ïðàâèëüíàÿ ïèðàìèäà SABCD. Èçâåñòíî, ÷òî SA =
√
5, AB = 2, òî÷êà M

ïðèíàäëåæèò ðåáðó SC òàê, ÷òî SM = MC. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè S äî ïëîñêîñòè ADM (ñì. ðèñ.

2.37). Ââåä¼ì ñèñòåìó êîîðäèíàò, êàê óêàçàíî íà ðèñ. 2.37. Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî AC = 2
√
2,

AO = OD =
√
2. Èç ïðÿìîéóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà AOS íàõîäèì âûñîòó â ïèðàìèäå

H = SO =
√
3.

Ïîñêîëüêó M � ñåðèäèíà SC, òî N � ñåðèäèíà OC (êàê ïðîåêöèÿ) è MN =
√
3/2. Ñëåäîâàòåëüíî AN :

AO = 3 : 2, à èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ AMN ∼ AEO íàõîäèì EO =
√
3/3.

Ïîñêîëüêó èçâåñòíî, ÷òî ïëîñêîñòü ADM ïåðåñåêàåò êîîðäèíàòíûå îñè â òî÷êàõ A (x0 = −
√
2), D (y0 =

−
√
2), E (z0 = 1/

√
3), òî óðàâíåíèå ïëîñêîñòè èìååò âèä:

x

−
√
2
+

y

−
√
2
+
√
3z = 1.
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A B

C

D x

y

z

O

M

N

E

2

2

S( )0;0;

5

3

2

�èñ. 2.37:

Êîîðäèíàòû òî÷êè S(0; 0;
√
3). Ïîýòîìó èñêîìîå ðàññòîÿíèå íàõîäèì ïî �îðìóëå:

̺ =
|Ax0 + By0 + Cz0 +D|√

A2 +B2 + C2
=

|3− 1|
√

1/2 + 1/2 + 3
=

2

2
= 1.

Ï ð è ì å ð 2.4.8. Íà ðåáðàõ AA1, BB1, CC1, DD1 åäèíè÷íîãî êóáà ABCDA1B1C1D1 âûáðàíû òî÷êè E,
F , G è H ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî AE = B1F = CG = D1H = 1

3 . Íàéäèòå îáúåì ïèðàìèäû EFGH .

A1

B1 C1

D1

A

B C

D

E

G

H

F

E1

G1

H1

F1

A1

B1 C1

D1

A

B C

D

E

G

H

F

�èñ. 2.38: �èñ. 2.39:

Äîêàçàòåëüñòâî. I ñïîñîá ðåøåíèÿ. Îòìåòèì òî÷êè E1, F1, H1, G1 íà ð¼áðàõ AA1, BB1, CC1, HH1

ñîîòâåòñòâåííî, òàê ÷òî AE = EE1 = E1A1, BF1 = F1F = FB1, CG = GG1 = G1C1, DH1 = H1H = HD1.

Ïðåäñòàâèì îáú¼ì ïèðàìèäû ñëåäóþùèì îáðàçîì

VEFGH =

= VABCDA1B1C1D1
− VE1FG1HA1B1C1D1

− VEF1GH1ABCD − VEGHH1
− VEHE1F − VFG1HG − VEFGF1

=

= 1− 1

3
− 1

3
− 4 · VEGHH1

=
1

3
− 4

(

1

3
·HH1 · SEH1G

)

=

=
1

3
− 4

(

1

3
· 1
3
· 1
2

)

=
1

9
.

II ñïîñîá ðåøåíèÿ. Ââåä¼ì ñèñòåìó êîîðäèíàò. Ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó A. Îñü Ox ïóñòèì

ïî ëó÷ó AD, îñü Oy � ïî ëó÷ó AB, îñü Oz � ïî ëó÷ó AA1, Òîãäà êîîðäèíàòû òî÷åê ïðèìóò âèä:

E(0; 0; 1/3), F (0; 1; 2/3), G(1; 1; 1/3), H(1; 0; 2/3).

Ïîëîæèì

~a =
−−→
EF = (0; 1; 1/3),

~b =
−−→
EH = (1; 0; 1/3),

~c =
−−→
EG = (1; 1; 0).
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Íàéä¼ì îáú¼ì ïèðàìèäû EFGH , êàê øåñòàÿ ÷àñòü îò îáú¼ìà ïàðàëëåëèïèïåäà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðà ~a, ~b,
~c.

A1

B1 C1

D1

A

B C

D

E

G

H

F

a
b

c

�èñ. 2.40:

VEFGH =
1

6
mod

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=
1

6

∣

∣

∣

∣

a1 ·
∣

∣

∣

∣

b2 b3
c2 c3

∣

∣

∣

∣

− a2 ·
∣

∣

∣

∣

b1 b3
c1 c3

∣

∣

∣

∣

+ a3 ·
∣

∣

∣

∣

b1 b2
c1 c2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=
1

6

∣

∣

∣

∣

0− 1 ·
∣

∣

∣

∣

1 1/3
1 0

∣

∣

∣

∣

+
1

3
·
∣

∣

∣

∣

1 0
1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

6

(

1

3
+

1

3

)

=
1

9
.

2.4.5 Ïó÷îê è ñâÿçêà ïëîñêîñòåé

Ïó÷îê ïëîñêîñòåé

Ïó÷îê ïëîñêîñòåé � âñå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ëèíèþ ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ, íåïàðàëëåëüíûõ

ïëîñêîñòåé. Óðàâíåíèå ïó÷êà ïëîñêîñòåé, òî åñòü ëþáîé ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ëèíèþ ïåðåñå÷åíèÿ

¼1

¼2

�èñ. 2.41:

äâóõ ïëîñêîñòåé, èìååò âèä

α(A1x+B1y + C1z +D1) + β(A2x+B2y + C2z +D2) = 0,

ãäå α è β � ëþáûå ÷èñëà, íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ. Óðàâíåíèå ñàìîé ýòîé ëèíèè ìîæíî íàéòè èç

óðàâíåíèÿ ïó÷êà, ïîäñòàâëÿÿ α = 1, β = 0 è α = 0, β = 1 è ðåøàÿ ïîëó÷èâøóþñÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé.
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Ñâÿçêà ïëîñêîñòåé

Ñâÿçêà ïëîñêîñòåé � âñå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ òð¼õ ðàçëè÷íûõ ïëîñêîñòåé, êîòî-

ðûå ïååðåñåêàþòñÿ òîëüêî ïî îäíîé òî÷êå. Óðàâíåíèå ñâÿçêè ïëîñêîñòåé, òî åñòü ëþáîé ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿ-

ùåé ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ òð¼õ ïëîñêîñòåé, èìååò âèä:

α(A1x+B1y + C1z +D1) + β(A2x+B2y + C2z +D2) + γ(A3x+B3y + C3z +D3) = 0,

ãäå α, β è γ � ëþáûå ÷èñëà, íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ. Ñàìó ýòó òî÷êó ìîæíî íàéòè èç óðàâíåíèÿ

ñâÿçêè, ïîäñòàâëÿÿ α = 1, β = 0, γ = 0; α = 0, β = 1, γ = 0 è α = 0, β = 0, γ = 1 è ðåøàÿ ïîëó÷èâøóþñÿ

ñèñòåìó óðàâíåíèé.

Ï ð è ì å ð 2.4.9. Íàéäèòå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïðÿìóþ

{

x+ y + z = 2,

3x− 2y − z = 1

è òî÷êó (0, 0, 0).
Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå ïðÿìîé çàäàííî êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïëîñêîñòåé, òî ìû ìîæåì ñîñòàâèòü âñå óðàâ-

íåíèå âñåõ ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç çàäàííóþ ïðÿìóþ. Ñîñòàâèì óðàâíåíèå ïó÷êà ïëîñêîñòåé, ïðîõî-

äÿùèõ ÷åðåç çàäàííóþ ïðÿìóþ:

α(x+ y + z − 2) + β(3x− 2y − z − 1) = 0.

Ïîñêîëüêó èñêîìàÿ ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (0, 0, 0), òî ïîäñòàâèâ å¼ â óðàâíåíèå ïó÷êà, ïîëó÷àåì:

2α + β = 0. Íàïðèìåð, ïîäõîäèò α = 1, β = −2. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå α è β â óðàâíåíèå ïó÷êà íàéä¼ì

èñêîìóþ ïëîñêîñòü: −5x+ 5y + 3z = 0.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Çàïèøèòå óñëîâèå êîìïëàíàðíîñòè òð¼õ âåêòîðîâ, ïðè ïîìîùè ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

2. Çàïèøèòå ïëîñêîñòü x + y − z + 5 = 0 â íîðìàëüíîì âèäå. ×åìó ðàâíî ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî

çàäàííîé ïëîñêîñòè?

Óïðàæíåíèÿ ê 2.4

Óïðàæíåíèå 2.4.1. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A(1;−2; 0) äî ïëîñêîñòè 3x− 4y + 5
√
3z − 7 = 0.

Óïðàæíåíèå 2.4.2. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, îòñåêàþùåé íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ Ox è Oz âäâîå áîëüøèå

îòðåçêè, ÷åì íà îñè Oy, è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó P (2;−3; 3).

Îòâåòû: 2.4.1. 2/5. 2.4.2. x+ 2y + z − 4 = 0.
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�ëàâà 3

Êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà

3.1 Íåâûðîæäåíûå êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà

3.1.1 Ýëëèïñ

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Ýëëèïñ � ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê M åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðûõ ñóììà

ðàññòîÿíèé äî äâóõ äàííûõ òî÷åê F1 è F2 (íàçûâàåìûõ �îêóñàìè) ïîñòîÿííà (è áîëüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó

�îêóñàìè), òî åñòü

|F1M |+ |F2M | = 2a, |F1F2| < 2a.

Íàçâàíèå ýëëèïñ ïðîèçîøëî îò äð. -ãðå÷. ελλειψις �

O

x

y

a

b

c

r2
r1

M

F1F2

�èñ. 3.1:

îïóùåíèå, íåäîñòàòîê. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äðåâíèå

ãðåêè âåëè êëàññè�èêàöèþ êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà

ïî ýêñöåíòðèñèòåòó (ñì. íèæå), à äëÿ ýëëèïñà ýêñöåí-

òðèñèòåò íàõîäèòñÿ íà èíòåðâàëå (0; 1), ò.å. äðåâíèå
ãðåêè âîñïðèíèìàëè ýëëèïñ êàê íåäîñòàòîê äî 1.

Ïðîõîäÿùèé ÷åðåç �îêóñû ýëëèïñà îòðåçîê, êîí-

öû êîòîðîãî ëåæàò íà ýëëèïñå, íàçûâàåòñÿ áîëüøîé

îñüþ äàííîãî ýëëèïñà. Äëèíà áîëüøîé îñè ðàâíà 2a â
óðàâíåíèè.

Îòðåçîê, ïåðïåíäèêóëÿðíûé áîëüøîé îñè ýëëèïñà,

ïðîõîäÿùèé ÷åðåç öåíòðàëüíóþ òî÷êó áîëüøîé îñè,

êîíöû êîòîðîãî ëåæàò íà ýëëèïñå, íàçûâàåòñÿ ìàëîé

îñüþ ýëëèïñà. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áîëüøîé è ìàëîé îñåé ýëëèïñà íàçûâàåòñÿ åãî öåíòðîì. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ

ýëëèïñà ñ îñÿìè íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ýëëèïñà.

Îïðåäåëåíèå 3.1.2. Îòðåçêè, ïðîâåä¼ííûå èç öåíòðà ýëëèïñà ê âåðøèíàì íà áîëüøîé è ìàëîé îñÿõ íàçû-

âàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, áîëüøîé ïîëóîñüþ è ìàëîé ïîëóîñüþ ýëëèïñà, è îáîçíà÷àþòñÿ a è b.
�àññòîÿíèÿ r1 è r2 îò êàæäîãî èç �îêóñîâ äî äàííîé òî÷êè íà ýëëèïñå íàçûâàþòñÿ �îêàëüíûìè ðàäèóñàìè

â ýòîé òî÷êå. �àññòîÿíèå c = |F1F2|
2 íàçûâàåòñÿ �îêàëüíûì ðàññòîÿíèåì.

Íàéä¼ì âûðàæåíèå �îêàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ÷åðåç âåëè÷èíû áîëüøîé è ìàëîé ïîëóîñåé ýëëèïñà a è b.
Âûáåðåì òî÷êó ýëëèïñà M(0; b), ïî îïðåäåëåíèþ ýëëèïñà âûïîëíåíî

|F1M |+ |F2M | = 2a⇐⇒ |F1M | = a⇐⇒
√

(c− 0)2 + (0− b)2 = a⇐⇒ c2 = a2 − b2.

Îïðåäåëåíèå 3.1.3. Âåëè÷èíà e = c
a
=
√

1− b2

a2 íàçûâàåòñÿ ýêñöåíòðèñèòåòîì.

Äèàìåòðîì ýëëèïñà íàçûâàþò ïðîèçâîëüíóþ õîðäó, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç åãî öåíòð. Ñîïðÿæ¼ííûìè äèà-

ìåòðàìè ýëëèïñà íàçûâàþò ïàðó åãî äèàìåòðîâ, îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ñåðåäèíû õîðä, ïà-

ðàëëåëüíûõ ïåðâîìó äèàìåòðó, ëåæàò íà âòîðîì äèàìåòðå. Â ýòîì ñëó÷àå è ñåðåäèíû õîðä, ïàðàëëåëüíûõ

âòîðîìó äèàìåòðó, ëåæàò íà ïåðâîì äèàìåòðå.

49
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Ôîêàëüíûì ïàðàìåòðîì p = b2

a
íàçûâàåòñÿ ïîëîâèíà äëèíû õîðäû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç �îêóñ è ïåðïåíäè-

êóëÿðíîé áîëüøîé îñè ýëëèïñà.

Îòíîøåíèå äëèí ìàëîé è áîëüøîé ïîëóîñåé íàçûâàåòñÿ êîý��èöèåíòîì ñæàòèÿ ýëëèïñà èëè ýëëèïòè÷-

íîñòüþ: k = b
a
. Âåëè÷èíà, ðàâíàÿ (1−k) = a−b

a
, íàçûâàåòñÿ ñæàòèåì ýëëèïñà. Äëÿ îêðóæíîñòè êîý��èöèåíò

ñæàòèÿ ðàâåí åäèíèöå, ñæàòèå � íóëþ. Êîý��èöèåíò ñæàòèÿ è ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïñà ñâÿçàíû ñîîòíîøå-

íèåì k2 = 1− e2.

Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà.

Íàéä¼ì óðàâíåíèå ýëëèïñà â ñèñòåìå êîîðäèíàò, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 3.1. Äåéñòâèòåëüíî,

√

(x− c)2 + y2 +
√

(x+ c)2 + y2 = 2a

(x− c)2 + y2 = 4a2 + (x+ c)2 + y2 − 4a
√

(x+ c)2 + y2

a
√

(x+ c)2 + y2 = a2 + xc

x2(a2 − c2) + a2y2 = a2(a2 − c2)

x2b2 + a2y2 = a2b2

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíîíè÷åñêèì âèäîì ýëëèïñà.

Óðàâíåíèÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîé �îðìå

Ýëëèïñ ìîæíî ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèÿìè â ïàðàìåòðè÷åñêîé �îðìå, â êîòîðûå âõîäÿò òðèãîíîìåòðè÷åñêèå

�óíêöèè. Â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, öåíòð êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ýëëèïñà, à îñü àáñöèññ

ïðîõîäèò ÷åðåç �îêóñû, óðàâíåíèå ýëëèïñà ïðåäñòàâèì â ïàðàìåòðè÷åñêîé �îðìå:

{

x = a cos t

y = b sin t
0 6 t 6 2π.

Êàñàòåëüíàÿ ê ýëèïïñó

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé â òî÷êå (x0, y0), ê ïðîèçâîëüíîé êðèâîé, çàäàííîé íåÿâíî F (x, y) = 0 èìååò âèä:

F ′
x(x0, y0)(x−x0)+F ′

y(x0, y0)(y− y0) = 0. Äëÿ ýëëèïñà, çàäàííîãî â êàíîíè÷åñêîì âèäå

x2

a2 +
y2

b2
= 1 óðàâíåíèå

êàñàòåëüíîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó ýëëèïñà (x0, y0) èìååò âèä:

x0
a2

(x− x0) +
y0
b2

(y − y0) = 0 ⇐⇒ x0 x

a2
+
y0 y

b2
= 1.

Òåîðåìà 3.1.3. �àññòîÿíèÿ îò òî÷êè ýëëèïñà M(x, y) äî å¼ �îêóñîâ, ò.å. �îêàëüíûå ðàäèóñ-âåêòîðà r1 è
r2 âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì:

r1 = a− ex, r2 = a+ ex.

Äîêàçàòåëüñòâî.

r21 = (x− c)2 + y2 = x2 − 2xc+ c2 + b2
(

1− x2

a2

)

=

= (c2 + b2)− 2xc+ x2
(

1− b2

a2

)

= a2 − 2xc+
c2

a2
x2 =

= a2 − 2eax+ e2x2 = (a− ex)2.

Ïîñêîëüêó a − ex > 0 âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé òî÷êè M(x, y) ýëëèïñà, òî ïðèõîäèì ê ïåðâîìó ðàâåíñòâó:

r1 = a− ex.
Âòîðîå ðàâåíñòâî r2 = a+ ex äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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O

x

y

a

b

r a ex1= -

M( , )x y

F1F2

r a ex2= +

O

x

y

b

r2
r1

M

F1F2

d1d2

x= /a ex=- /a e

�èñ. 3.2: �èñ. 3.3:

Äëÿ êàæäîãî èç �îêóñîâ ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ, íàçûâàåìàÿ äèðåêòðèñîé, òàêàÿ, ÷òî îòíîøåíèå ðàññòîÿ-

íèÿ îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ýëëèïñà äî åãî �îêóñà ê ðàññòîÿíèþ îò ýòîé òî÷êè äî äàííîé ïðÿìîé ðàâíî

ýêñöåíòðèñèòåòó ýëëèïñà.

Ïîêàæåì, ÷òî òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò ïðÿìûå x = ±a
e
. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M(x, y)

äî ïðÿìîé x = a
e
ðàâíî d1 = a

e
− x, à äî ïðÿìîé x = −a

e
ðàâíî d2 = a

e
+ x. Îòêóäà ñëåäóþò ðàâåíñòâà

r1
d1

= e,
r2
d2

= e.

Âåñü ýëëèïñ ëåæèò ïî òó æå ñòîðîíó îò òàêîé ïðÿìîé, ÷òî è �îêóñ. Óðàâíåíèÿ äèðåêòðèñ ýëëèïñà â

êàíîíè÷åñêîì âèäå çàïèñûâàþòñÿ êàê x = ± p
e(1+e) äëÿ �îêóñîâ

(

∓ p
1+e

, 0
)

ñîîòâåòñòâåííî. �àññòîÿíèå ìåæäó

�îêóñîì è äèðåêòðèñîé ðàâíî

p
e
.

Ï ð è ì å ð 3.1.1. Íàéäèòå êàñàòåëüíûå, ïðîâåä¼ííûå ê ýëëèïñó

x2

2 + y2 = 1 èç òî÷êè à) N
(

1; 1√
2

)

; á)

M(3; 3).

�åøåíèå. Ïîñêîëüêó òî÷êà N ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó, òî óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïðèíèìàåò âèä:

x

2
+

y√
2
= 1.

Òî÷êà M , êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, íå ïðèíàäëåæèò ýëëèñó. Íàïèøåì óðàâíåíèå ïó÷êà ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ

÷åðåç òî÷êó M :

A(x − 3) +B(y − 3) = 0 ⇐⇒ Ax+By − 3(A+B) = 0.

Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå A2a2 +B2b2 = C2
, ïîëó÷àåì

2A2 +B2 = 9(A+B)2 ⇐⇒ 7A2 + 18AB + 8B2 = 0.

�åøèâ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì A/B = −2 è A/B = −4/7. òàêèì îáðàçîì ïðèõîäèì ê äâóì êàñàòåëü-

íûì:

− 2(x− 3) + (y − 3) = 0,

− 4(x− 3) + 7(y − 3) = 0.

3.1.2 �èïåðáîëà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå 3.1.4. �èïåðáîëà � ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê M åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðûõ àá-

ñîëþòíîå çíà÷åíèå ðàçíîñòè ðàññòîÿíèé îò M äî äâóõ âûäåëåííûõ òî÷åê F1 è F2 (íàçûâàåìûõ �îêóñàìè)

ïîñòîÿííî (è ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó �îêóñàìè), òî åñòü

∣

∣|F1M | − |F2M |
∣

∣ = 2a, |F1F2| > 2a > 0.
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Íàçâàíèå ãèïåðáîëà ïðîèçîøëî îò ãðå÷. υπερβoλη � èçáûòîê. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äðåâíèè ãðåêè âåëè

êëàññè�èêàöèþ êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ýêñöåíòðèñèòåòó (ñì. íèæå), à äëÿ ãèïåðáîëû ýêñöåíòðèñèòåò

íàõîäèòñÿ íà èíòåðâàëå (1;+∞), ò.å. äðåâíèè ãðåêè âîñïðèíèìàëè ýëëèïñ êàê èçáûòîê ïîñëå 1.

�èïåðáîëà ñîñòîèò èç äâóõ îòäåëüíûõ êðèâûõ, êî-

O

x

y

a

b
r2

r1

M( ; )x y

F1( ;0)cF2(- ;0)c

�èñ. 3.4:

òîðûå íàçûâàþò âåòâÿìè. Áëèæàéøèå äðóã ê äðóãó

òî÷êè äâóõ âåòâåé ãèïåðáîëû íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè.

Êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ âåòâÿìè ãèïåð-

áîëû íàçûâàåòñÿ áîëüøîé îñüþ ãèïåðáîëû. Ñåðåäèíà

áîëüøîé îñè íàçûâàåòñÿ öåíòðîì ãèïåðáîëû. �àññòîÿ-

íèå îò öåíòðà ãèïåðáîëû äî îäíîé èç âåðøèí íàçûâà-

åòñÿ áîëüøîé ïîëóîñüþ ãèïåðáîëû. Îáû÷íî îáîçíà÷à-

åòñÿ a. �àññòîÿíèå îò öåíòðà ãèïåðáîëû äî îäíîãî èç

�îêóñîâ íàçûâàåòñÿ �îêàëüíûì ðàññòîÿíèåì. Îáû÷-

íî îáîçíà÷àåòñÿ c. Îáà �îêóñà ãèïåðáîëû ëåæàò íà

ïðîäîëæåíèè áîëüøîé îñè íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè

îò öåíòðà ãèïåðáîëû. Ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ áîëüøóþ

îñü ãèïåðáîëû, íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé èëè ïîïåðå÷íîé îñüþ ãèïåðáîëû. Ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ äåé-

ñòâèòåëüíîé îñè è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç å¼ öåíòð íàçûâàåòñÿ ìíèìîé èëè ñîïðÿæåííîé îñüþ ãèïåðáîëû. Îòðåçîê

ìåæäó �îêóñîì ãèïåðáîëû è ãèïåðáîëîé, ïåðïåíäèêóëÿðíûé å¼ äåéñòâèòåëüíîé îñè, íàçûâàåòñÿ �îêàëüíûì

ïàðàìåòðîì. �àññòîÿíèå îò �îêóñà äî àñèìïòîòû ãèïåðáîëû íàçûâàåòñÿ ïðèöåëüíûì ïàðàìåòðîì. Îáû÷íî

îáîçíà÷àåòñÿ b. Â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ äâèæåíèåì òåë ïî ãèïåðáîëè÷åñêèì òðàåêòîðèÿì ðàññòîÿíèå îò �î-

êóñà äî áëèæàéøåé âåðøèíû ãèïåðáîëû íàçûâàåòñÿ ïåðèöåíòðè÷åñêèì ðàññòîÿíèåì Îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ

rp.

Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû

Ïîëîæèì b2 = c2 − a2. Íàéä¼ì óðàâíåíèå ãèïåðáîëû â ñèñòåìå êîîðäèíàò, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 3.4. Äåé-

ñòâèòåëüíî,

√

(x+ c)2 + y2 −
√

(x− c)2 + y2 = 2a
√

(x+ c)2 + y2 = 2a+
√

(x− c)2 + y2

(x+ c)2 + y2 = 4a2 + (x− c)2 + y2 + 4a
√

(x− c)2 + y2

a
√

(x− c)2 + y2 = −a2 + xc

x2(a2 − c2) + a2y2 = a2(a2 − c2)

−x2b2 + a2y2 = −a2b2

x2

a2
− y2

b2
= 1.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíîíè÷åñêèì âèäîì ãèïåðáîëû.

Àñèìïòîòû ãèïåðáîëû

Ïîêàæåì, ÷òî ïðÿìûå âèäà y = ± bx
a
� àñèìïîòîòû ãèïåðáîëû, çàïèñàííîé â êàíîíè÷åñêîì âèäå. Äåéñòâè-

òåëüíî,

y = ±b
√

x2

a2
− 1 = ±b x

a

√

1− a2

x2
= ±b x

a

(

1 +O

(

1

x2

))

= ±b x
a

+ O

(

1

x

)

= ±b x
a

+ o(1), x → ∞.

Óðàâíåíèÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîé �îðìå

Ïîäîáíî òîìó, êàê ýëëèïñ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí óðàâíåíèÿìè â ïàðàìåòðè÷åñêîé �îðìå, â êîòîðûå âõîäÿò

òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè, ãèïåðáîëà â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, öåíòð êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ å¼

öåíòðîì, à îñü àáñöèññ ïðîõîäèò ÷åðåç �îêóñû, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà óðàâíåíèÿìè â ïàðàìåòðè÷åñêîé



3.1. Íåâûðîæäåíûå êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà 53

�îðìå, â êîòîðûå âõîäÿò ãèïåðáîëè÷åñêèå �óíêöèè.

{

x = ±a ch t
y = b sh t

−∞ < t < +∞.

Â ïåðâîì óðàâíåíèè çíàê ¾+¿ ñîîòâåòñòâóåò ïðàâîé âåòâè ãèïåðáîëû, à ¾-¿ � å¼ ëåâîé âåòâè.

Êàñàòåëüíàÿ ê ãèïåðáîëå

Äëÿ ãèïåðáîëû, çàäàííîé â êàíîíè÷åñêîì âèäå

x2

a2 − y2

b2
= 1 óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó

ãèïåðáîëû (x0, y0) èìååò âèä:

x0
a2

(x− x0)−
y0
b2

(y − y0) = 0 ⇐⇒ x0 x

a2
− y0 y

b2
= 1.

O

x

y

r ex a2= + M( ; )x y

F1( ;0)cF2(- ;0)c

r ex a1= -

O

x

y

r ex a2=- -
M( ; )x y

F1( ;0)cF2(- ;0)c

r ex a1=- +

�èñ. 3.5: r2 − r1 = 2a �èñ. 3.6: r1 − r2 = 2a

Òåîðåìà 3.1.4. • Äëÿ òî÷åê M(x, y) ïðàâîé âåòâè ãèïåðáîëû (ñì. ðèñ. 3.5) �îêàëüíûå ðàäèóñ-âåêòîðû

r1 è r2 âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì:

r1 = ex− a, r2 = ex+ a.

• Äëÿ òî÷åê M(x, y) ëåâîé âåòâè ãèïåðáîëû (ñì. ðèñ. 3.6) �îêàëüíûå ðàäèóñ-âåêòîðû r1 è r2 âû÷èñëÿ-

þòñÿ ïî �îðìóëàì:

r1 = −ex+ a, r2 = −ex− a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M(x, y) òî÷êà íà ïðàâîé âåòâè ãèïåðáîëû. Òîãäà

r21 = (x− c)2 + y2 = x2 − 2xc+ c2 + b2
(

x2

a2
− 1

)

=

= (c2 − b2)− 2xc+ x2
(

1 +
b2

a2

)

= a2 − 2xc+
c2

a2
x2 =

= a2 − 2eax+ e2x2 = (a− ex)2.

Ïîñêîëüêó ex − a > 0 âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé òî÷êè M(x, y) ãèïåðáîëû, òî ïðèõîäèì ê ïåðâîìó ðàâåíñòâó:

r1 = a− ex. Âòîðîå ðàâåíñòâî r2 = a+ ex äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Óòâåðæäåíèÿ äëÿ òî÷åê ëåâîé âåòâè ãèïåðáîëû ïîëó÷àåì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

3.1.3 Ïàðàáîëà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå 3.1.5. Ïàðàáîëà � ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê M åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, ðàâíîóäàë¼ííûõ îò

äàííîé ïðÿìîé (íàçûâàåìîé äèðåêòðèñîé ïàðàáîëû) è äàííîé òî÷êè (íàçûâàåìîé �îêóñîì ïàðàáîëû).
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Òåîðåìà 3.1.5. Åñëè çà îñü àáñöèññ ïðèíÿòü ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåííûé èç �îêóñà íà äèðåêòðèñó, à íà-

÷àëî êîîðäèíàò ïîìåñòèòü ïîñðåäèíå ìåæäó �îêóñîì è äèðåêòðèñîé (ñì. ðèñ. 3.7), òî óðàâíåíèå ïàðáîëû

ïðèìåò âèä:

y2 = 2px.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M(x, y) ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïàðàáîëû.
Òîãäà óðàâíåíèå äèðåêòðèñû áóäåò x = −p/2. Ñëå-

O

x

y

d

r

M

F( /2,0)p- /2p

p

�èñ. 3.7:

äîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî

r = d⇐⇒
√

(x− p/2)2 + y2 = x+ p/2 ⇐⇒
⇐⇒ y2 = 2px.

×èñëî p â êàíîíè÷åñêîì óðàâíåíèè ïàðàáîëû íà-

çûâàåòñÿ �îêàëüíûì ïàðàìåòðîì ïàðàáîëû. Ïîñêîëü-

êó ðàññòîÿíèå îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïàðàáîëû äî äè-

ðåêòðèñû ðàâíî d = x+ p
2 , òî ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþ-

ùèé âûâîä:

�àññòîÿíèÿ îò òî÷êè ýëëèïñà M(x, y) äî �îêóñà, ò.å. �îêàëüíûé ðàäèóñ-âåêòîð r âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îð-
ìóëå:

r = x+
p

2
.

Êàñàòåëüíàÿ ê ïàðàáîëå

Äëÿ ïàðàáîëû, çàäàííîé â êàíîíè÷åñêîì âèäå y2 = 2px óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó

ïàðàáîëû (x0, y0) èìååò âèä:

p(x− x0)− y0(y − y0) = 0 ⇐⇒ px− px0 + y20 = y0y ⇐⇒
y0y = p(x+ x0).

Òåîðåìà 3.1.6 (Îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ïàðàáîëû). Ïó÷îê ëó÷åé, ïàðàëëåëüíûõ îñè ïàðàáîëû, îòðàæàÿñü â

ïàðàáîëå, ñîáèðàåòñÿ â å¼ �îêóñå (ñì. ðèñ. 3.9). È íàîáîðîò, ñâåò îò èñòî÷íèêà, íàõîäÿùåãîñÿ â �îêóñå,

îòðàæàåòñÿ ïàðàáîëîé â ïó÷îê ïàðàëëåëüíûõ å¼ îñè ëó÷åé.

O

x

y

r

M( , )x y0 0

F( /2,0)pA O

x

y

F

�èñ. 3.8: �èñ. 3.9:

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåä¼ì êàñàòåëüíóþ ÷åðåç ïðîçâîëüíóþ òî÷êó M(x0, y0) ïàðàáîëû (ñì. ðèñ. 3.8). Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç A� òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþOx. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî òðåóãîëüíèêAFM ðàâíîáåäðåííûé

(F � êàê è ðàíåå �îêóñ ïàðàáîëû). Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ïàðàáîëå, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó

M(x0, y0) èìååò âèä y0y = p(x+ x0), òî ìîæíî íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè A(−x0, 0). Ñëåäîâàòåëüíî

AF = x0 +
p

2
= r = FM.
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Çàìå÷àíèå 3. Îñíîâíîå îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ïàðàáîëû: ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ñâåòà â ïëîñêîñòè ïàðàáîëû,

åñëè â åå �îêóñå ïîìåñòèòü èñòî÷íèê ñâåòà, ëó÷è ñâåòà ïîñëå îòðàæåíèÿ îò ïàðàáîëû âñå ïîéäóò ïàðàëëåëü-

íî åå îñè (ñì. ðèñ. 3.9). Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ òî, ÷òî, íàïðèìåð, ïðîæåêòîðàì ïðèäàþò �îðìó ïîâåðõíîñòè,

ïîëó÷àþùåéñÿ îò âðàùåíèÿ ïàðàáîëû âîêðóã åå îñè.

×óòü ñëîæíåå âûâîäèòñÿ àíàëîãè÷íîå îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ýëëèïñà è ãèïåðáîëû: òàê, ó ýëëèïñà ëó÷è

ñâåòà, âûøåäøèå èç îäíîãî �îêóñà, ïîñëå îòðàæåíèÿ îò ýëëèïñà âñå ñîáèðàþòñÿ â äðóãîì �îêóñå (ñì. ðèñ.

3.10). Ïàðàáîëó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýëëèïñ, ó êîòîðîãî îäèí èç �îêóñîâ óäàëåí íà áåñêîíå÷íîñòü,

ïîýòîìó èç îïòè÷åñêîãî ñâîéñòâà ýëëèïñà â ïðåäåëå ïîëó÷àåòñÿ îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ïàðàáîëû.

Îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ãèïåðáîëû: Ñâåò îò èñòî÷íèêà, íàõîäÿùåãîñÿ â îäíîì èç �îêóñîâ ãèïåðáîëû, îò-

ðàæàåòñÿ ýòîé (â êîòîðîé íàõîäèòñÿ èñòî÷íèê ñâåòà) âåòâüþ ãèïåðáîëû òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðîäîëæåíèÿ

îòðàæåííûõ ëó÷åé ïåðåñåêàþòñÿ âî âòîðîì �îêóñå (ñì. ðèñ. 3.11).

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Íàïèøèòå êàíîíè÷åñêèé âèä ýëëèïñà, ãèïåðáîëû, ïàðàáîëû.

2. Âûâåäèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãèïåðáîëå 2x2 − y2 = 1, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (1,−1), ëåæàùóþ íà

ãèïåðáîëå.

3. Íàïèøèòå ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ êðèâîé x2 − 2x+ 4y2 + 8y − 9 = 0.

4. Íàéäèòå ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïñà x2/9 + y2 = 16.

5. Íàéäèòå ýêñöåíòðèñèòåò ãèïåðáîëû 25x2 − 9y2 = 1.

6. Â êàêóþ òî÷êó ïëîñêîñòèOxy ïîïàäàþò âñå ëó÷è âûøåäøèå ïàðàëëåëüíî îñèOx ñ áåñêîíå÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé
x, îòðàæåííûå îò êðèâîé y2 + 4y − 6x = 0.

Óïðàæíåíèÿ ê 3.1

Óïðàæíåíèå 3.1.1. Âûâåñòè óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ïðÿìàÿ Ax+By + C = 0 êàñàåòñÿ ýëëèïñà x2

a2 + y2

b2
= 1.

Óïðàæíåíèå 3.1.2. Âûâåñòè óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ïðÿìàÿ Ax+By + C = 0 êàñàåòñÿ ãèïåðáîëû x2

a2 − y2

b2
= 1.

Óïðàæíåíèå 3.1.3. Âûâåñòè óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ïðÿìàÿ Ax+By + C = 0 êàñàåòñÿ ïàðàáîëû y2 = 2px.

Óïðàæíåíèå 3.1.4. Äîêàæèòå îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ýëëèïñà.

Óïðàæíåíèå 3.1.5. Äîêàæèòå îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ãèïåðáîëû.

Óïðàæíåíèå 3.1.6. Ñîñòàâüòå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè ðàâíî 2, à
ðàññòîÿíèå ìåæäó �îêóñàìè ðàâíî 4. Íàïèøèòå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà, åñëè �îêóñû ýëëèïñà ñîâïàäàþò ñ

�îêóñàìè ïîëó÷åííîé ãèïåðáîëû è ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïñà ε = 1/2.

Óïðàæíåíèå 3.1.7. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ðàññòîÿíèé îò ëþáîé òî÷êè äàííîé ãèïåðáîëû äî äâóõ å¼ àñèìï-

òîò � âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ. Íàéäèòå ýòó âåëè÷èíó äëÿ ãèïåðáîëû, çàäàííîé â êàíîíè÷åñêîì âèäå.

Óïðàæíåíèå 3.1.8. Íàéäèòå óãîë ìåæäó äâóìÿ êàñàòåëüíûìè, ïðîâåä¼ííûìè èç òî÷êè (1, 2) ê ýëëèïñó, çàäàííîìó
óðàâíåíèåì x2 + xy + 2y2 = 1.

Óïðàæíåíèå 3.1.9. Íàéäèòå îáùèè êàñàòåëüíûå ãèïåðáîëû

x2

5
− y2

2
= 1 è ïàðàáîëû y2 = 24

√
2x.

Óïðàæíåíèå 3.1.10. Íàéäèòå öåíòð, �îêóñû è äèðåêðèñû ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ öèëèíäðà

x2

9
+ y9

16
= 1 è ïëîñêîñòè

4x− 3z = 0.

Îòâåòû: 3.1.1 A2a2+B2b2 = C2
. Óêàçàíèå: Èç ñðàâíåíèÿ óðàâíåíèé êàñàòåëüíûõ

x0 x

a2 + y0 y

a2 = 1 è −A
C
x− B

C
y = 1

ïðèõîäèì ê ñèñòåìå

{

x0

a2 = −A
C
,

y0
b2

= −B
C

. îñòà¼òñÿ âûðàçèòü èç ñèñòåìû (x0, y0) è ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèå ýëëèïñà. 3.1.2

A2a2 − B2b2 = C2
. 3.1.3 B2p = 2AC. 3.1.4 Óêàçàíèå: äîêàæèòå ðàâåíñòâî óãëîâ (ñì. ðèñ. 3.10). 3.1.5 Óêàçàíèå:

äîêàæèòå ðàâåíñòâî óãëîâ (ñì. ðèñ. 3.11). 3.1.6 x2− y2

3
= 1; x2

16
+ y2

12
= 1. 3.1.7 ρ1 ·ρ2 = 1

1

a2
+ 1

b2

. 3.1.8 arccos(23/
√
1649).

3.1.9 2x± y + 3
√
2 = 0. Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè çàäà÷ 3.1.2 è 3.1.2. 3.1.10 �îêóñû F1,2 = (0;±

√
7; 0)

öåíòð (0; 0; 0) äèðåêòðèñû (x; y; z)T = ( 3
5
t;± 16√

7
; 4

5
t), t ∈ R. Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ïîâîðîòà â

ïëîñêîñòè xOz, êîòîðîå çàäà¼òñÿ �îðìóëîé Aϕ =





3/5 0 −4/5
0 1 0

4/5 0 3/5





.
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O

x

y

M

F1F2 O

x

y

r2

r1

M( ; )x y

F1( ;0)cF2(- ;0)c

�èñ. 3.10: �èñ. 3.11:

3.2 Ïðèâåäåíèå êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

Îïðåäåëåíèå 3.2.1. Êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà � ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïëîñêîñòè, ïðÿìîóãîëüíûå

êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ âèäà F (x, y) = 0, ãäå

F (x, y) = a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a1x+ 2a2y + a0, (3.2.1)

â êîòîðîì ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç êîý��èöèåíòîâ a11, a12, a22 îòëè÷åí îò íóëÿ.

Îáùåå óðàâíåíèå êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå

(

x y
)

(

a11 a12
a12 a22

)(

x
y

)

+ 2
(

a1 a2
)

(

x
y

)

+ a0 = XTQX + 2 · LX + a0 =

=
(

x y 1
)





a11 a12 a1
a12 a22 a2
a1 a2 a0









x
y
1



 =
(

x y 1
)

A





x
y
1



 = 0.

Ìàòðèöà Q = Q2×2 íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè, ìàòðèöà L = L1×2 ìàòðèöà ëèíåéíîé ÷àñòè.

Ëåììà 2. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà âòîðîé ñòåïåíè îò ïåðåìåííûõ x è y âèäà (3.2.1) íà ïëîñêîñòè ìîæíî ïî-

ñòðîèòü ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò Ox′y′ òàê, ÷òî ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ x è y íà
ïåðåìåííûå x′ è y′ èñõîäíûé ìíîãî÷ëåí ïðèìåò îäèí èç ñëåäóþùèõ òðåõ âèäîâ:

1. λ1(x
′)2 + λ2(y

′)2 + τ , λ1 · λ2 6= 0;

2. λ2(y
′)2 + 2b1x

′
, λ2 · b1 6= 0;

3. λ2(y
′)2 + τ , λ2 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. I. Äîêàæåì, ÷òî ïîâîðîòîì êîîðäèíàòíûõ îñåé íà ïîäõîäÿùèì îáðàçîì âûáðàííûé óãîë

âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû êîý��èöèåíò ïðè ïðîèçâåäåíèè ðàçíîèìåííûõ êîîðäèíàò îáðàòèëñÿ â

íóëü. Ïóñòü a12 = 0, òîãäà ïîâîðîò íå òðåáóåòñÿ. Ïóñòü a12 6= 0, òîãäà ïîâåðíåì îñè êîîðäèíàò âîêðóã òî÷êè

O (ñì. ðèñ. 3.12). Ýòà îïåðàöèÿ, êàê íàì èçâåñòíî èç ïóíêòà 2.3.6, îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè �îðìóëàìè

(

x
y

)

=

(

cosα − sinα
sinα cosα

)(

X
Y

)

Ïðè ýòîì êîîðäèíàòíûå îñè èñõîäíîé ñèñòåìû Oxy ïîâîðà÷èâàþòñÿ íà óãîë α. Çàìåíèì ïåðåìåííûå x è y
èõ âûðàæåíèÿìè ÷åðåç X è Y è âû÷èñëèì êîý��èöèåíò a′12 ïðè ïðîèçâåäåíèè XY . Îí ðàâåí

2(−a11 sinα cosα+ a12(cos
2 α− sin2 α) + a22 sinα cosα) = (a22 − a11) sin 2α+ 2a12 cos 2α.

Óãîë α ìû õîòèì âûáðàòü òàê, ÷òîáû êîý��èöèåíò a12 îáðàùàëñÿ â íóëü, ò.å.

ctg 2α =
a11 − a22

2a12
.
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O

x

y

®

X

Y

O

X

Y y’

x’

O’(- ,- )x y0 0

�èñ. 3.12: �èñ. 3.13:

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî α, ñëåäîâàòåëüíî óêàçàííûì ïðåîáðàçîâàíèåì âñåãäà ìîæíî

äîáèòüñÿ îáðàùåíèÿ â íóëü íóæíîãî êîý��èöèåíòà.

II. Ïðèñòóïàÿ êî âòîðîìó ýòàïó ïðåîáðàçîâàíèÿ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èñõîäíûé ìíîãî÷ëåí F (x, y) ïîñëå
ïîâîðîòà èìååò âèä

F ′(X,Y ) = λ1X
2 + λ2Y

2 + 2b1X + 2b2Y + b0, |λ1|+ |λ2| 6= 0.

Ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî λ2 6= 0, òàê êàê èíà÷å äîñòàòî÷íî ñäåëàòü çàìåíó êîîðäèíàò X è Y . Ïîêàæåì, ÷òî
ñóùåñòâóåò ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ òàêîé, ÷òî óðàâíåíèå ïðèìåò îäèí èç òð¼õ âèäîâ óêàçàííûõ â óñëîâèè

òåîðåìû.

Ïåðåíîñîì íà÷àëà êîîðäèíàò ìîæíî äîñòè÷ü äàëüíåéøåãî óïðîùåíèÿ âèäà ìíîãî÷ëåíà F ′(X,Y ). Ýòà
îïåðàöèÿ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè �îðìóëàìè:

(

x′

y′

)

=

(

X
Y

)

+

(

x0
y0

)

.

Êîîðäèíàòíûå îñè íîâîé ñèñòåìû O′x′y′ ïîëó÷àþòñÿ èç êîîðäèíàòíûõ îñåé ñèñòåìû OXY ïàðàëëåëüíûì

ïåðåíîñîì â òî÷êó (−x0,−y0) (ñì. ðèñ. 3.13).
Óêàæåì êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ x0 è y0. Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ

1. Ïóñòü λ1 6= 0, λ2 6= 0. Òîãäà âûäåëèâ ïîëíûå êâàäðàòû ïî ïåðåìåííûì X è Y

F ′(X,Y ) = λ1

(

X +
b1
λ1

)2

+ λ2

(

Y +
b2
λ2

)2

+

(

b0 −
b21
λ1

− b22
λ2

)

,

è ïîëàãàÿ

x0 =
b1
λ1
, y0 =

b2
λ2
,

ïîëó÷àåì

F ′(x′, y′) = λ1(x
′)2 + λ2(y

′)2 + τ.

2. Ïóñòü λ1 = 0, b1 6= 0. Òîãäà âûäåëèâ ïîëíûé êâàäðàò ïî ïåðåìåííîé Y

F ′(X,Y ) = λ2

(

Y +
b2
λ2

)2

+ 2b1X +

(

b0 −
b22
λ2

)

,

è ïîëàãàÿ

x0 =
1

2b1

(

b0 −
b22
λ2

)

, y0 =
b2
λ2
,

ïîëó÷àåì

F ′(x′, y′) = λ2(y
′)2 + 2b1x

′.
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3. Ïóñòü λ1 = 0, b1 = 0. Òîãäà âûäåëèâ ïîëíûé êâàäðàò ïî ïåðåìåííîé y

F ′(X,Y ) = λ2

(

Y +
b2
λ2

)2

+

(

b0 −
b22
λ2

)

,

è ïîëàãàÿ

x0 = 0, y0 =
b2
λ2
,

ïîëó÷àåì

F ′(x′, y′) = λ2(y
′)2 + τ.

Òåîðåìà 3.2.7. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà ñóùåñòâóåò ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé

èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò îäèí èç äåâÿòè âèäîâ. Ïåðå÷èñëèì èõ â òàáëèöå

Êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà

x

y

b

a

x

y

b

a

x

yx2

a2 + y2

b2
= 1 x2

a2 + y2

b2
= −1 x2

a2 − y2

b2
= 1

1. Ýëëèïñ 2. Ìíèìûé 3. �èïåðáîëà

ýëëèïñ

x

y

x

y

x

y
x2

a2 + y2

b2
= 0 x2

a2 − y2

b2
= 0 y2 = 2px

4. Ïàðà ìíè- 5. Ïàðà 6. Ïàðàáîëà

ìûõ ïåðåñåêàþ- ïåðåñåêàþ-

ùèõñÿ ïðÿìûõ ùèõñÿ ïðÿìûõ

x

y

x

y

x

y
y2 − a2 = 0 y2 + a2 = 0 y2 = 0

7. Ïàðà 8. Ïàðà ìíè- 9. Ïàðà

ïàðàëëåëüíûõ ìûõ ïàðàë- ñîâïàäàþùèõ

ëåëüíûõ ïðÿìûõ

Âåçäå a, b, p > 0, â 1 , 2 äîïîëíèòåëüíî a > b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 2 ðàçáåð¼ì òðè ñëó÷àÿ 1 − 3 :

1 1 λ1, λ2 � îäíîãî çíàêà, τ � ïðîòèâîïîëæíîãî. Ýëëèïñ.

2 λ1, λ2, τ � îäíîãî çíàêà. Ìíèìûé ýëëèïñ.

3 λ1, λ2 � îäíîãî çíàêà, τ = 0. Ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíèìûõ ïðÿìûõ.

4 λ1, λ2 � ðàçíûõ çíàêîâ, τ 6= 0. �èïåðáîëà.

5 λ1, λ2 � ðàçíûõ çíàêîâ, τ = 0. Ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ.

2 6 Ïàðàáîëà.

3 7 λ2 · τ < 0. Ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

8 λ2 · τ > 0. Ïàðà ìíèìûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

9 τ = 0. Ïàðà ñîâïàäàþùèõ ïðÿìûõ.
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Çàìå÷àíèå 4. Êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ ïÿòüþ ñâîèìè òî÷êàìè, åñëè íèêàêèå ÷åòûðå èç

íèõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Óðàâíåíèå êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3), (x4, y4)
è (x5, y5):

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x2 xy y2 x y 1
x21 x1y1 y21 x1 y1 1
x22 x2y2 y22 x2 y2 1
x23 x3y3 y23 x3 y3 1
x24 x4y4 y24 x4 y4 1
x25 x5y5 y25 x5 y5 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

Êðèâàÿ, çàäàííàÿ ïÿòüþ òî÷êàìè âûðîæäàåòñÿ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà òðè èç çàäàííûõ òî÷åê

ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ï ð è ì å ð 3.2.1. Ïðèâåäèòå êðèâóþ âòîðîãî ïîðÿäêà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

13x2 − 6
√
3xy + 7y2 + (6

√
3− 26)x+ (6

√
3− 14)y + 4− 6

√
3 = 0.

Íàïèøèòå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò â êîòîðûõ êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ïðèíèìàåò êàíîíè÷åñêèé âèä. Íàé-

äèòå óðàâíåíèå äèðåêòðèñ äëÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéä¼ì óãîë ïîâîðîòà, ÷òîáû êîý��èöèåíò ïðè ïðîèçâåäåíèè ðàçíîèìåííûõ êîîðäèíàò

îáðàòèëñÿ â íóëü

ctg 2α =
a11 − a22

2a12
=

13− 7

−6
√
3
= − 1√

3
.

Òàêèì îáðàçîì 2α = −π/3+πk. Ïîëîæèì k = 1, òîãäà 2α = 2π/3, ò.å. α = π/3. Ñäåëàåì ïîâîðîò íà óãîë π/3
(ñì. ðèñ. 3.14).

O

x

y

2

1

X

Y

x

2O

y

2

X

Y

x
’

y’

�èñ. 3.14: �èñ. 3.15:

{

x = cosα ·X − sinα · Y,
y = sinα ·X + cosα · Y,

⇐⇒
{

x = 1
2 ·X −

√
3
2 · Y,

y =
√
3
2 ·X + 1

2 · Y.

Ïîëó÷àåì, ÷òî èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ â

13

(

1

2
·X −

√
3

2
· Y
)2

− 6
√
3

(

1

2
·X −

√
3

2
· Y
)(√

3

2
·X +

1

2
· Y
)

+ 7

(√
3

2
·X +

1

2
· Y
)2

+

+ (6
√
3− 26)

(

1

2
·X −

√
3

2
· Y
)

+ (6
√
3− 14)

(√
3

2
·X +

1

2
· Y
)

+ 4− 6
√
3 = 0.
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Âûïèøåì êîý��èöèåíòû ïðè ïåðåìåííûõ:

X2 : 13 · 1
4 − 6

√
3 ·

√
3
4 + 7 · 3

4 = 4

XY : 13 ·
(

−
√
3
2

)

− 6
√
3 ·
(

1
4 − 3

4

)

+ 7 ·
√
3
2 = 0

Y 2 : 13 · 3
4 − 6

√
3 ·
(

−
√
3
4

)

+ 7 · 1
4 = 16

X : 3
√
3− 13 + 9− 7

√
3 = −4− 4

√
3

Y : −9 + 13
√
3 + 3

√
3− 7 = −16 + 16

√
3

X0Y 0 : 4− 6
√
3.

Îòìåòèì, ÷òî êîý��èöèåíò ïðè ñòåïåíè XY ìû ìîãëè áû íå ñ÷èòàòü, ïîñêîëüêó âûáîð óãëà α áûë êàê

ðàç èç óñëîâèÿ, ÷òîáû äàííûé êîý��èöèåíò ðàâíÿëñÿ áû íóëþ. Èñõîäíîå óðàâíåíèå â ïåðåìåííûõ X è Y
ïðèíèìàåò âèä:

4X2 + 16Y 2 − 4(1 +
√
3)X + 16(

√
3− 1)Y + 4− 6

√
3 = 0 ⇐⇒

4

(

X − 1 +
√
3

2

)2

+ 16

(

Y − 1−
√
3

2

)2

− 16 = 0 ⇐⇒

x′2

22
+ y′2 = 1,

Çäåñü ìû ñäåëàëè ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íà÷àëà

O

x’

y’

2-2

1

�èñ. 3.16:

êîîðäèíàò (ñì. ðèñ. 3.15), ò.å. çàìåíó âèäà:

(

x′

y′

)

=

(

X − 1+
√
3

2

Y − 1−
√
3

2

)

⇐⇒
(

X
Y

)

=

(

x′ + 1+
√
3

2

y′ + 1−
√
3

2

)

.

Âûïèøåì ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå ïðèâîäèò èñõîäíîå

óðàâíåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

(

x
y

)

=

(

1
2 −

√
3
2√

3
2

1
2

)

(

X
Y

)

=

(

1
2 −

√
3
2√

3
2

1
2

)(

x′ + 1+
√
3

2

y′ + 1−
√
3

2

)

=

=

(

1
2 −

√
3
2√

3
2

1
2

)

(

x′

y′

)

+

(

1
1

)

.

Ïîñêîëüêó îáðàòíàÿ ìàòðèöà ê

(

1
2 −

√
3
2√

3
2

1
2

)

ÿâëÿåòñÿ

(

1
2

√
3
2

−
√
3
2

1
2

)

, òî îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ò.å. âûðà-

æåíèå ïåðåìåííûõ x′, y′ ÷åðåç x, y, çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

(

x′

y′

)

=

(

1
2

√
3
2

−
√
3
2

1
2

)

(

x− 1
y − 1

)

.

Äëÿ ýëëèïñà

x′2

22 + y′2 = 1 íàõîäèì, a = 2, b = 1, c =
√
22 − 1 =

√
3, e = c

a
=

√
3
2 . Óðàâíåíèå äèðåêòðèñ

ïðèíèìàåò âèä x′ = ±a
e
= ± 4√

3
(ñì. ðèñ. 3.16). Òàêèì îáðàçîì â èñõîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèå

äèðåêòðèñ çàïèøåì â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå:

(

x
y

)

=

(

1
2 −

√
3
2√

3
2

1
2

)

(± 4√
3

t

)

+

(

1
1

)

=

=

((

1± 2√
3

)

−
√
3
2 t

(1± 2) + t
2

)

.
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Ìîæíî ïåðåéòè îò ïàðàìåòðè÷åñêîãî âèäà ïðÿìîé ê êàíîíè÷åñêîìó. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ñëîæèòü âòîðîå

óðàâíåíèå, óìíîæåííîå íà

√
3, ñ ïåðâûì.

x+
√
3y =

(

1± 2√
3

)

+
√
3(1± 2).

Òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèå äèðåêòðèñ ñëåäóþùèå:

x+
√
3y = 1 +

11

3

√
3,

x+
√
3y = 1− 5

3

√
3.

Ï ð è ì å ð 3.2.2. Ïðèâåäèòå êðèâóþ âòîðîãî ïîðÿäêà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

4x2 + 24xy + 11y2 − 40x− 70y + 75 = 0.

Íàïèøèòå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò â êîòîðûõ êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ïðèíèìàåò êàíîíè÷åñêèé âèä. Åñëè

êðèâàÿ ðàñïàäàåòñÿ, òî âûïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçëîæåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéä¼ì óãîë ïîâîðîòà, ÷òîáû êîý��èöèåíò ïðè ïðîèçâåäåíèè ðàçíîèìåííûõ êîîðäèíàò

îáðàòèëñÿ â íóëü

ctg 2α =
a11 − a22

2a12
=

4− 11

24
= − 7

24
.

Ñïðàâåäëèâî

1

cos2 2α
= 1 + tg2 2α = 1+

242

72
=

252

72
.

Îòêóäà íàõîäèì cos 2α = ±7/25. Âûáåðåì çäåñü α òàê, ÷òîáû áûë çíàê ìèíóñ, ò.å. cos 2α = −7/25. Èç
î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà

ctg 2α =
cos 2α

2 sinα cosα

äåëàåì âûâîä î òîì, ÷òî â äàëüíåéøåì íàì íàäî áóäåò âûáðàòü çíàêè ó sinα è cosα îäèíàêîâûå, ïîñêîëüêó

ctg 2α < 0 è cos 2α < 0. Äàëåå

cosα = ±
√

1 + cos 2α

2
= ±3

5
, sinα = ±

√

1− cos 2α

2
= ±4

5
.

Íî ïîñêîëüêó ìû äîëæíû âûáðàòü îäèíàêîâûå çíàêè ó ñèíóñà è êîñèíóñà, âûáèðàåì

cosα =
3

5
, sinα =

4

5
.

Ýòèìè äâóìÿ ðàâåíñòâàìè óãîë α îäíàçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ. Ñäåëàåì ïîâîðîò íà óãîë α (ñì. ðèñ. 3.17).

x

2O

y

2

X

Y

x

2O

y

2

X

Y

x’

y’

�èñ. 3.17: �èñ. 3.18:
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{

x = cosα ·X − sinα · Y,
y = sinα ·X + cosα · Y,

⇐⇒
{

x = 3
5 ·X − 4

5 · Y,
y = 4

5 ·X + 3
5 · Y.

Ïîëó÷àåì, ÷òî èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ â

4

(

3

5
·X − 4

5
· Y
)2

+ 24

(

3

5
·X − 4

5
· Y
)(

4

5
·X +

3

5
· Y
)

+ 11

(

4

5
·X +

3

5
· Y
)2

−

− 40

(

3

5
·X − 4

5
· Y
)

− 70

(

4

5
·X +

3

5
· Y
)

+ 75 = 0.

Âûïèøåì êîý��èöèåíòû ïðè ïåðåìåííûõ:

X2 : 4 · 9
25 + 24 · 12

25 + 11 · 16
25 = 20

XY : −4 · 24
25 − 24 · 7

25 + 11 24
25 = 0

Y 2 : 4 · 16
25 − 24 · 12

25 + 11 · 9
25 = −5

X : −40 · 3
5 − 70 · 4

5 = −80

Y : 40 · 4
5 − 70 · 3

5 = −10

X0Y 0 : 75.

Îòìåòèì, ÷òî êîý��èöèåíò ïðè ñòåïåíè XY ìû ìîãëè áû íå ñ÷èòàòü, ïîñêîëüêó âûáîð óãëà α áûë êàê

ðàç èç óñëîâèÿ, ÷òîáû äàííûé êîý��èöèåíò ðàâíÿëñÿ áû íóëþ. Èñõîäíîå óðàâíåíèå â ïåðåìåííûõ X è Y
ïðèíèìàåò âèä:

20X2 − 5Y 2 − 80X − 10Y + 75 = 0 ⇐⇒
4X2 − Y 2 − 16X − 2Y + 15 = 0 ⇐⇒
4 (X − 2)

2 − (Y + 1)
2
= 0 ⇐⇒

4x′2 − y′2 = 0,

Çäåñü ìû ñäåëàëè ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íà÷àëà êîîðäèíàò (ñì. ðèñ. 3.18), ò.å. çàìåíó âèäà:

(

x′

y′

)

=

(

X − 2
Y + 1

)

⇐⇒
(

X
Y

)

=

(

x′ + 2
y′ − 1

)

.

Âûïèøåì ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå ïðèâîäèò èñõîäíîå óðàâíåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

(

x
y

)

=

(

3
5 − 4

5
4
5

3
5

)(

X
Y

)

=

(

3
5 − 4

5
4
5

3
5

)(

x′ + 2
y′ − 1

)

⇐⇒
(

x′

y′

)

=

(

3
5

4
5

− 4
5

3
5

)(

x
y

)

+

(

−2
1

)

.

Èòîãî, êðèâàÿ 4x′2−y′2 = 0 ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå (2x′−y′)(2x′+y′) = 0 èëè â èñõîäíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò (2x+ y − 5)(2x+ 11y − 15) = 0.

Öåíòð êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà

Îïðåäåëåíèå 3.2.2. Òî÷êîé, ñèììåòðè÷íîé òî÷êå M îòíîñèòåëüíî òî÷êè C(x0, y0) íàçûâàåòñÿ òî÷êà M ′
,

îáëàäàþùàÿ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî òî÷êà C åñòü ñåðåäèíà îòðåçêàMM ′
. Òî÷êà C íàçûâàåòñÿ öåíòðîì ñèììåòðèè

(èëè ïðîñòî öåíòðîì) äàííîé êðèâîé, åñëè, êàêîâà áû íè áûëà òî÷êà M , ëåæàùàÿ íà ýòîé ëèíèè, òî÷êà M ′
,

ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå M îòíîñèòåëüíî òî÷êè C, òàêæå ëåæèò íà äàííîé êðèâîé (ñì. ðèñ. 3.19).

Äëÿ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà F (x, y) = 0, ãäå F (x, y) = a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a1x + 2a2y + a0 è

|a11|+ |a12|+ |a22| 6= 0 ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

{

F ′
x(x, y) = 0,
F ′
y(x, y) = 0,
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êîòîðàÿ ðàâíîñèëüíà:

{

a11x+ a12y + a1 = 0,
a12x+ a22y + a2 = 0.

(3.2.2)

Äëÿ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæåò îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (íà-

ïðèìåð äëÿ ýëëèïñà, ãèïåðáîëû, ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ), áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé (äëÿ ïàðàëëåëüíûõ

ïðÿìûõ) èëè îêàçàòüñÿ íåñîâìåñòíîé (íàïðèìåð, äëÿ ïàðàáîëû). Ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ðå-

øåíèÿ (x0, y0) ñèñòåìû, òî÷êà öåíòð ñèììåòðèè êðèâîé.

Îïðåäåëåíèå 3.2.3. Êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíîé, åñëè îíà èìååò åäèíñòâåííûé öåíòð. Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå, åñëè öåíòð îòñóòñòâóåò èëè íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì, ëèíèÿ íàçûâàåòñÿ íåöåíòðàëüíîé. Öåíòðàëüíûìè ëèíèÿìè ÿâ-

ëÿþòñÿ ýëëèïñû, ãèïåðáîëà è ïàðû ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ (ñì. ðèñ. 3.20), åäèíñòâåííûé öåíòð ýòèõ ëèíèé � íà÷àëî êîîðäèíàò

(äëÿ êðèâûõ çàäàííûõ â êàíîíè÷åñêîì âèäå). Îñòàëüíûå ëèíèè � íåöåíòðàëüíûå.

x

y

b

a

(a)

x

y

b

a

(b)

x

y

()

x

y

(d)

x

y

(e)

�èñ. 3.20: Öåíòðàëüíûå êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà: (a) ýëëèïñ; (b) ìíèìûé ýëëèïñ; () ãèïåðáîëà; (d) ïàðà

ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ; (e) ïàðà ìíèìûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ.

Òåîðåìà 3.2.8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.2.2), îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç C(x0, y0).
Òîãäà òî÷êà C(x0, y0) � öåíòð ñèììåòðèè êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåíåñåì íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó C(x0, y0). Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò

{

x = X + x0,

y = Y + y0.

Îíî ïåðåâîäèò óðàâíåíèå F (x, y) = 0 â óðàâíåíèå F ′(X,Y ), ãäå

F (x, y) = F ′(X,Y ) = a11(X + x0)
2 + 2a12(X + x0)(Y + y0) + a22(Y + y0)

2 + 2a1(X + x0) + 2a2(Y + y0) + a0 =

= a11X
2 + 2a12XY + a22Y

2 + 2(a11x0 + a12y0 + a1)X + 2(a12x0 + a22y0 + a2)Y + a′0 =

= a11X
2 + 2a12XY + a22Y

2 + a′0,

ãäå a′0 = F (x0, y0).

Â ýòîì óðàâíåíèè îòñóòñòâóþò ÷ëåíû ïåðâîé ñòåïåíè, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî íîâîå íà÷àëî, ò. å. òî÷êà O(0, 0)
åñòü öåíòð ñèììåòðèè êðèâîé.

Îïðåäåëåíèå 3.2.4. Ïðÿìàÿ l0 íàçûâàåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà, åñëè âìåñòå ñ êàæäîé ñâîåé òî÷êîé M
êðèâàÿ ñîäåðæèò òàêæå è òî÷êó M ′

, ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå M îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé l0 (ïðÿìàÿ l0 ïåðïåíäèêóëÿðíà îòðåçêó MM ′

è äåëèò åãî ïîïîëàì).

Îñè ñèììåòðèè èìåþò âñå ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà. Åñëè ëèíèÿ öåíòðàëüíàÿ, òîM

C

�èñ. 3.19:

îñü ñèììåòðèè ïðîõîäèò ÷åðåç åå öåíòð. Íàïðèìåð, êîîðäèíàòíûå îñè êàíîíè÷åñêîé

ñèñòåìû êîîðäèíàò ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ñèììåòðèè ýëëèïñîâ, ãèïåðáîëû, ïàð ïåðåñåêàþ-
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ùèõñÿ ïðÿìûõ (ñì. ðèñ. 3.20). Åñëè íåöåíòðàëüíàÿ ëèíèÿ èìååò ïðÿìóþ öåíòðîâ, òî

ýòà ïðÿìàÿ ñëóæèò îñüþ ñèììåòðèè. Íàïðèìåð, îñü àáñöèññ êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû

êîîðäèíàò äëÿ ïàð ïàðàëëåëüíûõ èëè ñîâïàäàþùèõ ïðÿìûõ (ñì. ðèñ. 3.21 (a)-()). Îñü

îðäèíàò Oy òàêæå ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè ýòèõ ëèíèé. Îñü àáñöèññ Ox ÿâëÿåòñÿ

åäèíñòâåííîé îñüþ ñèììåòðèè äëÿ ïàðàáîëû (ñì. ðèñ. 3.21 (d)).

x

y

(a)

x

y

(b)

x

y

()

x

y

(d)

�èñ. 3.21: Êðèâûå ñ ëèíèåé öåíòðîâ: (a) Ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ; (b) Ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ìíèìûõ ïðÿ-

ìûõ; () ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ. Êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îñüþ ñèììåòðèè è íå èìåþùàÿ öåíòðà:

(d).

Åñëè ëèíèÿ èìååò õîòÿ áû îäèí öåíòð, òî ýòîò öåíòð ìîæíî ïðèíÿòü çà íà÷àëî êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ðèñ.

3.21(a), 3.21()). Åñëè ëèíèÿ íå èìååò íè îäíîãî öåíòðà (ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëîé), òî íà÷àëîì êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò

ÿâëÿåòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïàðàáîëû ñ åå îñüþ ñèììåòðèè (ðèñ. 3.21(d)).

Ï ð è ì å ð 3.2.3. Ïðèâåäèòå êðèâóþ âòîðîãî ïîðÿäêà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

x2 − 10
√
3xy + 11y2 + (4− 10

√
3)x+ (22− 20

√
3)y + 31− 20

√
3 = 0.

Íàïèøèòå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò â êîòîðûõ êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ïðèíèìàåò êàíîíè÷åñêèé âèä. Íàé-

äèòå óðàâíåíèå äèðåêòðèñ äëÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûÿñíèì, ñóùåñòâóåò ëè öåíòð äàííîé êðèâîé è íàéä¼ì åãî â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ

{

Fx(x, y) = 0,

Fy(x, y) = 0,
⇐⇒

{

x− 5
√
3y + (2− 5

√
3) = 0,

−5
√
3x+ 11y + (11− 10

√
3) = 0,

⇐⇒
{

x = −2,

y = −1.

Òàêèì îáðàçîì íàéäåí öåíòð ñèììåòðèè (x0, y0) = (−2,−1). Ïåðåíåñ¼ì íà÷àëî êîîðäèíàò â öåíòð ðàññìàòðè-

âàåìîé êðèâîé, ïðè ïîìîùè çàìåíû x′ = x+2, y′ = y+1. Ïîñêîëüêó F (−2,−1) = 16, òî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò
âèä:

(x′)2 − 10
√
3x′y′ + 11(y′)2 + 16 = 0.

Íàéä¼ì óãîë ïîâîðîòà, ÷òîáû êîý��èöèåíò ïðè ïðîèçâåäåíèè ðàçíîèìåííûõ êîîðäèíàò îáðàòèëñÿ â íóëü

ctg 2α =
a11 − a22

2a12
=

1− 11

−10
√
3
=

1√
3
.

Òàêèì îáðàçîì α = π/6. Ñäåëàåì ïîâîðîò íà óãîë π/6 (ñì. ðèñ. 3.22).

x

O

y

2 x’

y’

x

O

y

2

XY

x’

y’

�èñ. 3.22: �èñ. 3.23:

{

x′ = cosα ·X − sinα · Y,
y′ = sinα ·X + cosα · Y,

⇐⇒
{

x′ =
√
3
2 ·X − 1

2 · Y,
y′ = 1

2 ·X +
√
3
2 · Y.
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Ïîëó÷àåì, ÷òî èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ â

−4X2 + 16Y 2 + 16 = 0 ⇐⇒ X2

4
− y2 = 1.

Âûïèøåì ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå ïðèâîäèò èñõîäíîå óðàâíåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

(

x
y

)

=

(√
3
2 − 1

2
1
2

√
3
2

)

(

X
Y

)

+

(

−2
−1

)

.

Ïîñêîëüêó îáðàòíàÿ ìàòðèöà ê

(√
3
2 − 1

2
1
2

√
3
2

)

ÿâëÿåòñÿ

(√
3
2

1
2

− 1
2

√
3
2

)

, òî ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæàþùèå ïåðåìåí-

íûå X , Y ÷åðåç x, y, çàïèøóòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

x

O

y

2

XY

�èñ. 3.24:

(

X
Y

)

=

(√
3
2

1
2

− 1
2

√
3
2

)

(

x+ 2
y + 1

)

.

Äëÿ ãèïåðáîëû

X2

22 − Y 2 = 1 íàõîäèì, a = 2, b = 1,

c =
√
22 + 1 =

√
5, e = c

a
=

√
5
2 . Óðàâíåíèå äèðåêòðèñ

ïðèíèìàåò âèä x′ = ±a
e

= ± 4√
5
(ñì. ðèñ. 3.24). Òà-

êèì îáðàçîì â èñõîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèå

äèðåêòðèñ çàïèøåì â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå:

(

x
y

)

=

(√
3
2 − 1

2
1
2

√
3
2

)

(± 4√
5

t

)

+

(

−2
−1

)

=

=





(

−2± 2
√
3√
5

)

− 1
2 t

(−1± 2√
5
) +

√
3t
2



 .

Ìîæíî ïåðåéòè îò ïàðàìåòðè÷åñêîãî âèäà ïðÿìîé ê

êàíîíè÷åñêîìó. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ñëîæèòü ïåðâîå óðàâíåíèå, óìíîæåííîå íà

√
3, ñî âòîðûì.

√
3x+ y =

(

−2
√
3− 1

)

± 8√
5
.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Âñåãäà ëè ñóùåñòâóåò öåíòð ó êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà?

2. Íàéäèòå öåíòð êðèâîé x2 − 2x+ 4y2 + 8y − 9 = 0, åñëè îí ñóùåñòâóåò.

3. Ìîæíî ëè çà ñ÷¼ò ïîâîðîòà êîîðäèíàòíûõ îñåé äîáèòüñÿ, ÷òîáû êîý��èöèåíò ïðè ïðîèçâåäåíèè ðàçíîèìåííûõ

êîîðäèíàò ó êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà îáðàòèëñÿ â íóëü? Ïîÿñíèòü íà ïðèìåðå 29x2−30xy+101y2+148x−636y+
924 = 0.

Óïðàæíåíèÿ ê 3.2

Â çàäà÷àõ îïðåäåëèòå òèï êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà, ïðèâåäèòå å¼ êàíîíè÷åñêîìó âèäó, íàéäèòå ïðåîáðàçîâàíèå êî-

îðäèíàò ïðè ïåðåõîäå â êîòîðóþ äàííàÿ êðèâàÿ ïðèíèìàåò ýòîò âèä, íàéäèòå óðàâíåíèå äèðåêòðèñ â èñõîäíûõ

êîîðäèíàòàõ (åñëè îíè ñóùåñòâóþò äëÿ äàííîé êðèâîé). Åñëè êðèâàÿ ðàñïàäàåòñÿ íà ïðîçâåäåíèå ïðÿìûõ ïðèâåäè-

òå ýòî ðàçëîæåíèå.

Óïðàæíåíèå 3.2.1. 3x2 − 10
√
3xy + 13y2 + (18 + 40

√
3)x− (104 + 30

√
3)y + 253 + 120

√
3 = 0.

Óïðàæíåíèå 3.2.2. 5x2 − 8xy + 5y2 + 26x − 28y + 32 = 0.
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Óïðàæíåíèå 3.2.3. 3x2 − 2
√
3xy + y2 − (4 + 2

√
3)x+ (2− 4

√
3)y + 1− 4

√
3 = 0.

Óïðàæíåíèå 3.2.4. 11x2 − 10
√
3xy + y2 + 44x+ 20

√
3y + 44 = 0.

Óïðàæíåíèå 3.2.5. 108x2 + 312xy + 17y2 − 312x − 34y − 883 = 0.

Óïðàæíåíèå 3.2.6. 10x2 − 8xy + 16y2 + 20x− 8y − 62 = 0.

Óïðàæíåíèå 3.2.7. 9x2 − 24xy + 16y2 − 24x− 86y + 39 = 0.

Óïðàæíåíèå 3.2.8. 4x2 + 4xy + y2 + 4x+ 2y − 19 = 0.

Óïðàæíåíèå 3.2.9. x2 − 6xy + 9y2 − 10x+ 30y + 25 = 0.

Óïðàæíåíèå 3.2.10. x2 − 4xy + 4y2 + 14x− 28y + 54 = 0.

Îòâåòû: 3.2.1 �èïåðáîëà X2/9 − Y 2 = 1. x = cosαX − sinαY − 3, y = sinαX + cosαY + 4, α = π/6 óðàâíåíèå

äèðåêòðèñ â ïåðåìåííûõ X, Y : X = ±9/
√
10, â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ:

√
3x+ y = 4− 3

√
3± 18/

√
10.

3.2.2 Ýëëèïñ X2/9 + Y 2 = 1. x = cosαX − sinαY − 1, y = sinαX + cosαY + 2, α = π/4 óðàâíåíèå äèðåêòðèñ â

ïåðåìåííûõ X, Y : X = ±9/(2
√
2), â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ:

√
3x+ y = 2−

√
3± 9/

√
2.

3.2.3 Ïàðàáîëà Y 2 = 2X. x = cosαX − sinαY , y = sinαX + cosαY − 1, α = π/3, óðàâíåíèå äèðåêòðèñû â

ïåðåìåííûõ X, Y : X = −1/2, â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ: x+
√
3y = −1−

√
3.

3.2.4 Ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå X2 − 4Y 2 = 0. x = cosαX − sinαY + 2, y = sinαX + cosαY , α = π/3, äèðåêòðèññ
íåò, ðàçëîæåíèå â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ: (x(1 + 2

√
3) + y(

√
3− 2)− 2− 4

√
3) · (x(1− 2

√
3) + y(

√
3 + 2)− 2 + 4

√
3) = 0.

3.2.5 �èïåðáîëà X2/4 − Y 2/9 = 1. x = cosαX − sinαY , y = sinαX + cosαY + 1, α = arctg(3/4), sinα = 3/5,
cosα = 4/5, óðàâíåíèå äèðåêòðèñ â ïåðåìåííûõ X, Y : X = ±4/

√
13, â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ: 4x+ 3y = 3± 20/

√
13.

3.2.6 Ýëëèïñ X2/9 + Y 2/4 = 1. x = cosαX − sinαY − 1, y = sinαX + cosαY + 2, α = arctg(1/2), sinα = 1/
√
5,

cosα = 2/
√
5, óðàâíåíèå äèðåêòðèñ â ïåðåìåííûõ X, Y : X = ±9/

√
5, â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ: 2x+ y = −2± 9.

3.2.7 Ïàðàáîëà Y 2 = 2X. x = cosαX− sinαY −1, y = sinαX+cosαY +1, α = arctg(3/4), sinα = 3/5, cosα = 4/5,
óðàâíåíèå äèðåêòðèñû â ïåðåìåííûõ X, Y : X = −1/2, â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ: 4x+ 3y = −7/2.

3.2.8 Ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå X2 − 4 = 0. x = cosαX − sinαY − 1, y = sinαX + cosαY − 3, α = arctg(1/2),
sinα = 1/

√
5, cosα = 2/

√
5, äèðåêòðèññ íåò, ðàçëîæåíèå â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ: (2x+y+1+2

√
5)·(2x+y+1−2

√
5) = 0.

3.2.9 Ñîâïàäàþùèå ïðÿìûå Y 2 = 0. x = cosαX−sinαY −1, y = sinαX+cosαY −2, α = arctg(1/3), sinα = 1/
√
10,

cosα = 3/
√
10, äèðåêòðèññ íåò, ðàçëîæåíèå â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ: (x− 3y − 5)2 = 0.

3.2.10 Ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå Y 2 +1 = 0. x = cosαX− sinαY − 1, y = sinαX +cosαY +3, α = arctg(1/2), sinα =
1/

√
5, cosα = 2/

√
5, äèðåêòðèññ íåò, ðàçëîæåíèå â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ (â êîìïëåêñíîé îáëàñòè): (x−2y+7)2+5 = 0

⇐⇒ (x− 2y + 7 + 5i)(x− 2y + 7− 5i) = 0.

3.3 Èíâàðèàíòû ìíîãî÷ëåíà âòîðîé ñòåïåíè

Îïðåäåëåíèå 3.3.1. Ôóíêöèÿ g îò êîý��èöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà F (x, y) íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì èíâàðè-

àíòîì, åñëè îíà íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ê äðóãîé, ò. å.

g(a11, a12, a22, a1, a2, a0) = g(a′11, a
′
12, a

′
22, a

′
1, a

′
2, a

′
0).

Îïðåäåëåíèå 3.3.2. Ñëåäîì ìàòðèöû A = (aij)i,j=1,...,n íàçûâàåòñÿ ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ò.å. ò.

å.

trA = a11 + a22 + · · ·+ ann.

Îïðåäåëåíèå 3.3.3. Ìàòðèöà C = (cij)i,j=1,2 íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå

(

cosα − sinα
sinα cosα

)

èëè

(

cosα sinα
sinα − cosα

)

Â îáùåì âèäå äëÿ ìàòðèöû ðàçìåðà n× n îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû îïðåäåëÿþòñÿ êàê âñå ìàòðèöû äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî

CTC = C · CT = E. Îòêóäà ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â ïðîèçâîëüíîì ñëó÷àå äëÿ îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû âûïîëíåíî (detC)2 = 1,
à â ñëó÷àå 2 × 2 îíà ïðåäñòàâèìà â óêàçàííîì âûøå âèäå, ò.å. ìàòðèöåé ïîâîðîòà íà óãîë α â ïåðâîì ñëó÷àå, êîãäà detC = 1
èëè êîìïîçèöèÿ ïîâîðîòà íà óãîë α è ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ~e1, ïîâåðíóòîãî íà óãîë α, êîãäà detC = −1, âî âòîðîì
ñëó÷àå.

Òåîðåìà 3.3.9. Ôóíêöèè I1 = trQ, I2 = detQ, I3 = detA � îðòîãîíàëüíûå èíâàðèàíòû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ïåðåõîä îò ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (x, y) ê äðóãîé ïðÿìîóãîëüíîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò (x′, y′):
(

x
y

)

=

(

c11 c12
c21 c22

)(

x′

y′

)

+

(

x0
y0

)

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Íàðÿäó ñ ìàòðèöåé C ðàññìîòðèì åùå ìàòðèöó D = D3×3

D =





c11 c12 x0
c21 c22 y0
0 0 1



 .

Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå





x
y
1



 = D ·





x′

y′

1



 =





c11 c12 x0
c21 c22 y0
0 0 1









x′

y′

1



 .

Ëåììà 3. Ïóñòü ïðè ïåðåõîäå îò ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (x, y) ê äðóãîé ïðÿìîóãîëüíîé ñè-

ñòåìå êîîðäèíàò (x′, y′) ìíîãî÷ëåí

F (x, y) = a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a1x+ 2a2y + a0

ïåðåõîäèò â ìíîãî÷ëåí

F ′(x′, y′) = a′11x
2 + 2a′12xy + a′22y

2 + 2a′1x+ 2a′2y + a′0.

Òîãäà ìàòðèöû A′
, Q′

, îòâå÷àþùèå ìíîãî÷ëåíó F ′(x′, y′), ñâÿçàíû ñ ìàòðèöàìè A, Q, îòâå÷àþùèå ìíîãî-
÷ëåíó F (x, y) ñîîòíîøåíèÿìè:

A′ = DTAD, Q′ = CTQC.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

F ′(x′, y′) = F (x(x′, y′), y(x′, y′)) =
(

x y 1
)

A





x
y
1



 =





x
y
1





T

A





x
y
1



 =

=



D





x′

y′

1









T

·A ·D





x′

y′

1



 =
(

x′ y′ 1
)

·
(

DT · A ·D
)

·





x′

y′

1



 .

Ïðîâåä¼ì ðàññóæäåíèÿ ñ êâàäðàòè÷íîé ÷àñòüþ F
êâ

= a11x
2+2a12xy+a22y

2
. Ïîñêîëüêó ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ

íà÷àëà êîîðäèíàò íå âëèÿåò íà êâàäðàòè÷íóþ ÷àñòü, òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé êîãäà íåò x0, y0.
Íàïðèìåð, ïîëîæèâ, x0 = 0, y0 = 0. Òîãäà

F ′
êâ

(x′, y′) = F
êâ

(x(x′, y′), y(x′, y′)) =
(

x y
)

Q

(

x
y

)

=

(

x
y

)T

Q

(

x
y

)

=

=

(

C

(

x′

y′

))T

·Q · C
(

x′

y′

)

=
(

x′ y′
)

·
(

CT ·Q · C
)

·
(

x′

y′

)

.

Èñïîëüçóÿ ëåììó, ïîëó÷àåì:

detQ′ = det(CTQC) = detCT · detQ · detC = (detC)2 · detQ = detQ,

detA′ = det(DTAD) = detDT · detA · detD = (detD)2 · detA = (detC)2 · detA = detA.
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Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíî, ÷òî I2, I3 � èíâàðèàíòû. Äîêàæåì, ÷òî I1 òîæå èíâàðèàíò. Äëÿ ýòîãî âûïèøåì

ÿâíûé âèä Q′
, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî Q′ = CTQC.

(

a′11 a′12
a′12 a′22

)

=

(

c11 c21
c12 c22

)(

a11 a12
a12 a22

)(

c11 c12
c21 c22

)

=

(

c11a11 + c21a12 c11a12 + c21a22
c12a11 + c22a12 c12a12 + c22a22

)(

c11 c12
c21 c22

)

=

(

c211a11 + 2c11c21a12 + c221a22 ∗
∗ c212a11 + 2c12c22a12 + c222a22

)

.

Îòêóäà

trQ′ = a′11 + a′22 = a11(c
2
11 + c212) + 2a12(c11c21 + c12c22) + (c221 + c222)a22

Èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì:

c211 + c212 = cos2 α+ sin2 α = 1,

c11c21 + c12c22 = cosα · sinα+ (∓ sinα) · (± cosα) = 0,

c221 + c222 = cos2 α+ sin2 α = 1.

Òàêèì îáðàçîì

trQ′ = a′11 + a′22 = a11 + a22 = trQ = I1.

Îïðåäåëåíèå 3.3.4. Ìíîãî÷ëåí âèäà

χA(λ) = det(A− λE),

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, íàçîâ¼ì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöû A. Êîðíè óðàâíåíèÿ

χA(λ) = 0 íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû A, à ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé χA(λ) = 0 íàçûâàåòñÿ
ñïåêòðîì ìàòðèöû A.

Â ñëó÷àå ìàòðèöû B = B2×2 õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ðàâåí

χB(λ) = det(B − λE) =

∣

∣

∣

∣

b11 − λ b12
b21 b22 − λ

∣

∣

∣

∣

= λ2 − (b11 + b22)λ + (b11b22 − b12b21) = λ2 − trB · λ+ detB.

Ï ð è ì å ð 3.3.1. �àññìîòðèì ìàòðèöó Q êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè êðèâîé èç ïðèìåðà 3.2.1. Íàïîìíèì, ÷òî

òàì ìû ðàññìàòðèâàëè êðèâóþ âèäà 13x2 − 6
√
3xy + 7y2 + (6

√
3− 26)x+ (6

√
3− 14)y + 4− 6

√
3 = 0. Èìååì

Q =

(

13 −3
√
3

−3
√
3 7

)

.

Âûïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû Q, íàéä¼ì ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñïåêòð ýòîé ìàòðèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

χQ(λ) = det(Q− λE) =

∣

∣

∣

∣

13− λ −3
√
3

−3
√
3 7− λ

∣

∣

∣

∣

= λ2 − 20λ+ 64 = (λ− 4)(λ− 16).

Òàêèì îáðàçîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû Q ðàâåí λ2 − 20λ+ 64, à ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1 = 4,
λ2 = 16. Ñïåêòð ìàòðèöû Q ðàâåí σQ = {4, 16}, ò.å. ñîñòîèò èç äâóõ ÷èñåë 4 è 16. Çàìåòèì, ÷òî êîãäà êðèâóþ
âòîðîãî ïîðÿäêà èç ïðèìåðà 3.2.1 ìû ïðèâîäèëè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, òî ïîëó÷èëè 4x′2 + 16y′2 − 16 = 0,
ò.å. ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî áûëî áû ïåðåïèñàòü â âèäå

λ1x
′2 + λ2y

′2 − 16 = 0,

ò.å. êîý��èöèåíòû ïðè êâàäðàòàõ â êàíîíè÷åñêîì âèäå åñòü ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé �îð-

ìû êðèâîé. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å ìû ïîêàæåì, ÷òî äàííîå ñîâïàäåíèå íå ñëó÷àéíîñòü.

Çàìå÷àíèå 5. Èíâàðèàíòíîñòü I1 è I2 ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

ìàòðèöû Q.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò ïðÿìîóãîëüíîé

ñèñòåìû êîîðäèíàò (x, y) ê äðóãîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x′, y′). Äåéñòâèòåëüíî,

χQ′(λ) = det(Q′ − λE) = det(CTQC − λCTEC) = det
(

CT (Q− λE)C
)

=

detCT det(Q − λE) detC = (detC)2 det(Q − λE) = χQ(λ).

Ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåíû

χQ′(λ) = λ2 − (trQ′) · λ+ detQ′,

χQ(λ) = λ2 − (trQ) · λ+ detQ

ðàâíû è êîý��èöèåíòû ïðè ñòàðøèõ ñòåïåíÿõ ñîâïàäàþò, òî ðàâíû èõ êîý��èöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ λ. Îòêóäà
è ñëåäóåò èíâàðèàíòíîñòü I1, I2.

3.3.1 Ñîñòàâëåíèå êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïî èíâàðèàíòàì

Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ìíîãî÷ëåíà âòîðîé ñòåïåíè îò ïåðåìåííûõ x è y âèäà (3.2.1) íà ïëîñêîñòè

ìîæíî ïîñòðîèòü ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò Ox′y′ òàê, ÷òî ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ x
è y íà ïåðåìåííûå x′ è y′ èñõîäíûé ìíîãî÷ëåí ïðèìåò îäèí èç ñëåäóþùèõ òðåõ âèäîâ:

Êðèâàÿ A I1 = trQ I2 = detQ I3 = detA

1 F = λ1(x
′)2 + λ2(y

′)2 + τ, λ1 · λ2 6= 0





λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 τ



 λ1 + λ2 λ1 · λ2 λ1 · λ2 · τ

2 F = λ2(y
′)2 + 2b1x

′, λ2 · b1 6= 0





0 0 b1
0 λ2 0
b1 0 0



 λ2 0 −λ2b21

3 F = λ2(y
′)2 + τ, λ2 6= 0





0 0 0
0 λ2 0
0 0 τ



 λ2 0 0

�àññìîòðèì ïîäðîáíî êàæäûé ñëó÷àé:

1 Ïóñòü F = λ1(x
′)2 + λ2(y

′)2 + τ , λ1 · λ2 6= 0. Òîãäà

Êîý��èöèåíòû λ1, λ2 � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû Q, à τ = I3/I2.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó I1 = trQ, I2 = detQ � èíâàðèàíòû, òî

χQ(λ) =

∣

∣

∣

∣

a11 − λ a12
a21 a22 − λ

∣

∣

∣

∣

= λ2 − (trQ)λ+ detQ = λ2 − (trQ′)λ+ detQ′ =

= λ2 − (λ1 + λ2)λ+ λ1 · λ2 = (λ − λ1)(λ − λ2).

Óòâåðæäåíèå î ðàâåíñòâå τ = I3/I2 âûòåêàåò èç èíâàðèàíòíîñòè I2 = detQ, I3 = detA è òàáëèöû â

íà÷àëå ïàðàãðà�à.

2 Ïóñòü F = λ2(y
′)2 + 2b1x

′
, λ2 · b1 6= 0. Òîãäà λ2 = I1, b1 = ±

√

−I3/I1. Ýòî ñëó÷àé ïàðàáîëû ñ �àêàëüíûì

ïàðàìåòðîì p =
√

−I3/I31 .

3 Ïóñòü F = λ2(y
′)2 + τ , λ2 6= 0. Äëÿ íàõîæäåíèÿ τ , íàéäåííûõ íàìè èíâàðèàíòîâ áóäåò íå äîñòàòî÷íî.

�àññìîòðèì åù¼ îäèí ïîëóèíâàðèàíò (ò.å. ïî÷òè èíâàðèàíò) K = MA
1,3
1,3 +MA

2,3
2,3, ãäå MA

i,j
i,j � ìèíîð

âòîðîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû A, ðàñïîëîæåííûé â ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ ñ èíäåêñàìè i è j. Â ðàçâ¼ðíóòîì

âèäå ñåìèèíâàðèàíò K çàïèøåòñÿ â âèäå:

K =

∣

∣

∣

∣

a11 a1
a1 a0

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

a22 a2
a2 a0

∣

∣

∣

∣

.

Íèæå äîêàæåì
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Òåîðåìà 3.3.10. Ïðè óñëîâèè I2 = I3 = 0 �óíêöèÿ K � èíâàðèàíò è K = λ2 · τ .

Îòêóäà îïÿòü èç èíâàðèàíòíîñòè âûòåêàåò, ÷òî λ2 = I1, τ = K/I1.

Òàêèì îáðàçîì íàìè äîêàçàíà òåîðåìà:

Òåîðåìà 3.3.11. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà ê îäíîìó

èç äåâÿòè âèäîâ â òåðìèíàõ èíâàðèàíòîâ I1 = trQ, I2 = detQ, I3 = detA è îäíîãî ïîëóèíâàðèàíòà K
ñëåäóþùèå:

Íàçâàíèå êðèâîé Õàðàêòåðèçàöèÿ èíâàðèàíòàìè

1 Ýëëèïñ I2 > 0 I1 · I3 < 0
2 Ìíèìûé ýëëèïñ I2 > 0 I1 · I3 > 0
3 �èïåðáîëà I2 < 0 I3 6= 0
4 Ïàðà ìíèìûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ I2 > 0 I3 = 0
5 Ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ I2 < 0 I3 = 0
6 Ïàðàáîëà I2 = 0 I3 6= 0
7 Ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ I2 = I3 = 0 K < 0
8 Ïàðà ìíèìûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ I2 = I3 = 0 K > 0
9 Ïàðà ñîâïàäàþùèõ ïðÿìûõ I2 = I3 = 0 K = 0

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.3.10 îá èíâàðèàíòíîñòè �óíêöèè K, ïðè óñëîâèè I2 = I3 = 0. Çàìåòèì,
÷òî ñïðàâåäëèâî

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíàõ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ñ îáùèì íà÷àëîì (ò.å.

ïðè ïîâîðîòàõ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò è ñèììåòðèè îòíîñòèòåëüíî êàêîé-ëèáî êîîðäèíàòíîé îñè).

Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà

D =





c11 c12 0
c21 c22 0
0 0 1





îáëàäàåò ñâîéñòâîì DTD = E (ò.å. ìàòðèöà D � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà 3× 3), òî

χA′(λ) = det(A′ − λE) = det(DTAD − λDTED) = det
(

DT (A− λE)D
)

=

= detDT det(A− λE) detD = (detD)2 det(A− λE) = χA(λ).

Âûïèøåì ïîäðîáíåå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 − λ a12 a1
a12 a22 − λ a2
a1 a2 a0 − λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −λ3 + (a11 + a22 + a0)λ
2 −

(∣

∣

∣

∣

a11 a1
a1 a0

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

a22 a2
a2 a0

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

a11 a12
a12 a22

∣

∣

∣

∣

)

λ+ I3 =

= −λ3 + (I1 + a0)λ
2 − (I2 +K)λ+ I3.

Ïîñêîëüêó I1, I2, I3 � èíâàðèàíòû, à õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíàõ ïðÿìîóãîëüíûõ

êîîðäèíàò ñ îáùèì íà÷àëîì, òî K � òîæå íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíàõ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ñ îáùèì íà÷àëîì.

Äîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå I2 = I3 = 0 �óíêöèÿ K íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåíîñå íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïîñêîëüêó ïðè ïîìîùè ïîâîðîòà

ìîæíî äîáèòüñÿ a12 = 0, òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîý��èöèåíò a12 = 0. Èç óñëîâèÿ I2 = a11a22 = 0 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a11 = 0,
a22 6= 0. Èç óñëîâèÿ I3 = −a2

1
a22 = 0 ïîëó÷àåì a1 = 0. Òîãäà F (x, y) = a22y2 + 2a2y + a0. �àññìîòðèì ñäâèã

(

x
y

)

=

(

x′

y′

)

+

(

x0

y0

)

.

Òîãäà

F (x, y) = F ′(x′, y′) = a22(y
′ + y0)

2 + 2a2(y
′ + y0) + a0 = a′22(y

′)2 + 2a′2y
′ + a′0,

ãäå a′
22

= a22, a′2 = a22y0 + a2, a′0 = a22y20 + 2a2y0 + a0. Ìàòðèöû A è A′
èìåþò âèä:

A =





0 0 0
0 a22 a2
0 a2 a0



 , A =





0 0 0
0 a′22 a′2
0 a′

2
a′
0



 .

Îòêóäà

K ′ = a′22a
′
0 − (a′2)

2 = a22(a22y
2
0 + 2a2y0 + a0)− (a22y0 + a2)

2 = a22a0 − a22 = K.

Òåïåðü äëÿ ñëó÷àÿ F (x, y) = λ2y2 + τ ïîëó÷àåì

A =





0 0 0
0 λ2 0
0 0 τ



 , K = λ2τ =⇒ τ = K/I1.

Òåîðåìà 3.3.10 äîêàçàíà.
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Ïðèâåä¼ì, ïîëó÷åííûå íàìè äàííûå â âèäå òàáëèöû:

Öåíòðàëüíûå êðèâûå

ýëëèïòè÷åñêèé

I2 > 0 ⇐⇒ λ1 · λ2 > 0
I3 6= 0

I1 · I3 < 0 Ýëëèïñ

I1 · I3 > 0 Ýëëèïñ ìíèìûé

òèï I3 = 0
Ïàðà ìíèìûõ

ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ

ãèïåðáîëè-

I2 < 0 ⇐⇒ λ1 · λ2 < 0
I3 6= 0 �èïåðáîëà

÷åñêèé òèï I3 = 0
Ïàðà

ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ

Íåöåíòðàëüíûå êðèâûå

ïàðàáîëè÷åñêèé

I2 = 0 ⇐⇒ λ1 · λ2 = 0

I3 6= 0 Ïàðàáîëà

I3 = 0

K < 0 Ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ

òèï

K > 0
Ïàðà ìíèìûõ

ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ

K = 0 Ïàðà ñîâïàäàþùèõ ïðÿìûõ

Ï ð è ì å ð 3.3.2. Ïðèâåäèòå êðèâóþ âòîðîãî ïîðÿäêà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

x2 + 4xy + 5y2 − 14x− 18y + 4 = 0.

à. Íàéäèòå èíâàðèàíòû äàííîé êðèâîé.

á. Íàéäèòå êàíîíè÷åñêèé âèä êðèâîé.

ñ. Íàéäèòå ïëîùàäü ìíîæåñòâà, îãðàíè÷åííîãî äàííîé êðèâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïà êðèâîé íàéä¼ì èíâàðèàíòû:

x

O

y

20

X

Y

x’

y’

10

�èñ. 3.25:

I1 = 1 + 5 = 6; I2 =

∣

∣

∣

∣

1 2
2 5

∣

∣

∣

∣

= 1,

I3 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 −7
2 5 −9
−7 −9 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −70.

Ïîñêîëüêó I2 > 0, I1 · I3 < 0, òî ýòî ýëëèïñ. Íàéä¼ì

ñîáñòâåííûå ÷èñëà êâàäðàòè÷íîé �îðìû

det(I2 − λE) =

∣

∣

∣

∣

1− λ 2
2 5− λ

∣

∣

∣

∣

=

= λ2 − 6λ+ 1 = (λ − 3)2 − 8 = 0.

Îòêóäà ñîáñòâåííûå ÷èñëà êâàäðàòè÷íîé �îðìû èñ-

õîäíîé êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà áóäóò λ1,2 = 3± 2
√
2.

Ñëåäîâàòåëüíî êàíîíè÷åñêèé âèä ïðèíèìàåò ñëåäóþ-

ùèé âèä:

λ1(x
′)2 + λ2(y

′)2 +
I3
I2

= 0 ⇐⇒ (3− 2
√
2)(x′)2 + (3 + 2

√
2)(y′)2 = 70 ⇐⇒

⇐⇒ (x′)2

3 + 2
√
2
+ (3 + 2

√
2)(y′)2 = 70 ⇐⇒

⇐⇒ (x′)2

(3 + 2
√
2)2

+ (y′)2 =
70

3 + 2
√
2
⇐⇒

(

x′

(3 + 2
√
2)
√
c

)2

+

(

y′√
c

)2

= 1,
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ãäå c = 70
3+2

√
2
. Ïîñêîëüêó ïëîùàäü ýëëèïñà x2/a2 + y2/b2 = 1 ðàâíà πab, òî èñêîìàÿ ïëîùàäü ðàâíà:

S = (3 + 2
√
2) · c · π = 70π.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòà êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà? Êàêèå èíâàðèàíòû Âàì èçâåñòíû?

2. Áóäåò ëè I1 = trQ, ãäå Q ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé �îðìû êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà ñîõðàíÿòü èíâàðèàíòíîñòü

îòíîñèòåëüíî ðàñòÿæåíèÿ êîîðäèíàòíûõ îñåé?

3. Äàéòå îïðåäåëåíèå îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû äëÿ ñëó÷àÿ 2× 2, 3× 3.

4. ×åìó ðàâíû I1, I2, I3,K äëÿ êðèâîé çàïèñàííîé â êàíîíè÷åñêîì âèäå äëÿ a) ýëëèïñà, á) ãèïåðáîëû, ñ) ïàðàáîëû?

Óïðàæíåíèÿ ê 3.3

Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ, ïðè ïîìîùè èíâàðèàíòîâ, îïðåäåëèòå òèï êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà, ïðèâåäèòå å¼ êàíîíè÷å-

ñêîìó âèäó, íàéäèòå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò ïðè ïåðåõîäå â êîòîðóþ äàííàÿ êðèâàÿ ïðèíèìàåò ýòîò âèä, Åñëè

êðèâàÿ ðàñïàäàåòñÿ íà ïðîçâåäåíèå ïðÿìûõ ïðèâåäèòå ýòî ðàçëîæåíèå.

Óïðàæíåíèå 3.3.1. 3x2 − 2
√
3xy + y2 − 2(8 +

√
3)x+ 2y + 21 = 0.

Óïðàæíåíèå 3.3.2. 6x2 − 4xy + 9y2 + 12x − 4y − 4 = 0.

Óïðàæíåíèå 3.3.3. 3x2 + 12xy − 13y2 + 12x− 26y − 28 = 0.

Óïðàæíåíèå 3.3.4. x2 − 2xy + y2 − 6
√
2x− 6

√
2y − 12

√
2 = 0.

Óïðàæíåíèå 3.3.5. 2x2 + 12xy − 7y2 + 4x− 38y − 23 = 0.

Óïðàæíåíèå 3.3.6. 4x2 − 4xy + y2 − 12x+ 6y − 6 = 0.

Óïðàæíåíèå 3.3.7. 4x2 − 2xy + 4y2 − 12x − 12y + 9 = 0.

Óïðàæíåíèå 3.3.8. x2 − 6xy − 7y2 − 14x− 22y − 7 = 0.

Óïðàæíåíèå 3.3.9. 4x2 − 4xy + y2 − 4(1 +
√
5)x+ 2(1− 4

√
5)y + 1− 8

√
5 = 0.

Óïðàæíåíèå 3.3.10. 9x2 − 6xy + y2 + 30x− 10y + 35 = 0.

Óïðàæíåíèå 3.3.11. 2x2 + 3xy − 2y2 − 9x− 13y + 7 = 0.

Óïðàæíåíèå 3.3.12. 4x2 − 12xy + 9y2 + 4x− 6y + 1 = 0.

Óïðàæíåíèå 3.3.13. x2 − 8xy + 16y2 + 14x − 56y + 49 = 0.

Óïðàæíåíèå 3.3.14. 9x2 − 12xy + 4y2 − 30x+ 20y + 77 = 0.

Óïðàæíåíèå 3.3.15. x2 + 6
√
3xy − 5y2 + (6

√
3− 2)x− (6

√
3 + 10)y − 6

√
3− 20 = 0.

Óïðàæíåíèå 3.3.16. 11x2 − 2
√
3xy + 9y2 + 44x − 4

√
3y − 4 = 0.

Óïðàæíåíèå 3.3.17. 3x2 − 2
√
3xy + y2 − 36x − 4

√
3y + 96 = 0.

Óïðàæíåíèå 3.3.18. x2 − 4xy + y2 + 6y + 3 = 0.

Óïðàæíåíèå 3.3.19. x2 − xy + y2 − 7x− y + 16 = 0.

Óïðàæíåíèå 3.3.20. x2 − 2xy + y2 − 10(2 +
√
2)x+ 10(2−

√
2)y + 100 = 0.
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Îòâåòû: 3.3.1 I1 = 4, I2 = 0, I3 = −64, λ1 = 0, λ2 = 4, ïàðàáîëà Y 2 = 2X, x = cosαX − sinαY + 2, y =
sinαX + cosαY − 1, α = 60◦, cosα =

√
3/2, sinα = 1/2.

3.3.2 I1 = 15, I2 = 50, I3 = −500, λ1 = 5, λ2 = 10, ýëëèïñX2/2+Y 2 = 1, x = cosαX−sinαY−1, y = sinαX+cosαY ,
α = arctg(1/2), cosα = 2/

√
5, sinα = 1/

√
5.

3.3.3 I1 = −10, I2 = −75, I3 = 1125, λ1 = 5, λ2 = −15, ãèïåðáîëà X2/3 − Y 2 = 1, x = cosαX − sinαY ,
y = sinαX + cosαY − 1, α = arctg(1/3), cosα = 3/

√
10, sinα = 1/

√
10.

3.3.4 I1 = 2, I2 = 0, I3 = −72, λ1 = 0, λ2 = 2, ïàðàáîëà Y 2 = 6X, x = cosαX − sinαY − 1, y = sinαX +cosαY − 1,
α = 45◦, cosα = sinα = 1/

√
2.

3.3.5 I1 = −5, I2 = −50, I3 = 0, λ1 = 5, λ2 = −10, ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå X2 − 2Y 2 = 0, x = cosαX − sinαY +2,
y = sinαX + cosαY − 1, α = arctg(1/2), cosα = 2/

√
5, sinα = 1/

√
5, ((2 −

√
2)x+ (1− 2

√
2)y − 3− 4

√
2)((2 +

√
2)x+

(1 + 2
√
2)y − 3 + 4

√
2) = 0.

3.3.6 I1 = 5, I2 = 0, I3 = 0, K = −75, λ1 = 0, λ2 = 5, ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå Y 2 − 3 = 0, x = cosαX − sinαY + 1,
y = sinαX + cosαY − 1, α = arctg 2, cosα = 1/

√
5, sinα = 2/

√
5, (2x− y + 1−

√
3)(2x− y + 1 +

√
3) = 0.

3.3.7 I1 = 8, I2 = 15, I3 = −225, λ1 = 3, λ2 = 5, ýëëèïñ X2/5 + Y 2/3 = 1, x = cosαX − sinαY + 2, y =
sinαX + cosαY + 2, α = 45◦, cosα = sinα = 1/

√
2.

3.3.8 I1 = −6, I2 = −16, I3 = −128, λ1 = 2, λ2 = −8, ãèïåðáîëà X2 − Y 2/4 = 1, x = cosαX − sinαY + 1,
y = sinαX + cosαY − 2, α = arctg 3, cosα = 1/

√
10, sinα = 3/

√
10.

3.3.9 I1 = 5, I2 = 0, I3 = −500, λ1 = 0, λ2 = 5, ïàðàáîëà Y 2 = 4X, x = cosαX − sinαY , y = sinαX + cosαY − 1,
α = arctg 2, cosα = 1/

√
5, sinα = 2/

√
5.

3.3.10 I1 = 10, I2 = 0, I3 = 0, K = 100, λ1 = 0, λ2 = 10, ïàðà ìíèìûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ Y 2 + 1 = 0,
x = cosαX − sinαY − 2, y = sinαX + cosαY − 1, α = arctg 3, cosα = 1/

√
10, sinα = 3/

√
10, (3x− y + 5)2 + 10 = 0.

3.3.11 I1 = 0, I2 = −25/4, I3 = 0, λ1 = 5/2, λ2 = −5/2, ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûåX2−Y 2 = 0, x = cosαX−sinαY +3,
y = sinαX + cosαY − 1, α = arctg(1/3), cosα = 3/

√
10, sinα = 1/

√
10, (2x− y − 7)(x+ 2y − 1) = 0.

3.3.12 I1 = 13, I2 = 0, I3 = 0, K = 0, λ1 = 0, λ2 = 13, ïàðà ñîâïàäàþùèõ ïðÿìûõ Y 2 = 0, x = cosαX − sinαY − 2,
y = sinαX + cosαY − 1, α = arctg(2/3), cosα = 3/

√
13, sinα = 2/

√
13, (2x− 3y + 1)2 = 0.

3.3.13 I1 = 17, I2 = 0, I3 = 0, K = 0, λ1 = 0, λ2 = 17, ïàðà ñîâïàäàþùèõ ïðÿìûõ Y 2 = 0, x = cosαX − sinαY + 1,
y = sinαX + cosαY + 2, α = arctg(1/4), cosα = 4/

√
17, sinα = 1/

√
17, (x− 4y + 7)2 = 0.

3.3.14 I1 = 13, I2 = 0, I3 = 0, K = 676, λ1 = 0, λ2 = 13, ïàðà ìíèìûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ Y 2 + 4 = 0,
x = cosαX − sinαY +1, y = sinαX +cosαY − 1, α = arctg(3/2), cosα = 2/

√
13, sinα = 3/

√
13, (3x− 2y+5)2 +52 = 0.

3.3.15 I1 = −4, I2 = −32, I3 = 512, λ1 = 4, λ2 = −8, ãèïåðáîëà X2/4 − Y 2/2 = 1, x = cosαX − sinαY + 1,
y = sinαX + cosαY − 1, α = 30◦.

3.3.16 I1 = 20, I2 = 96, I3 = −4608, λ1 = 8, λ2 = 12, ýëëèïñ X2/6 + Y 2/4 = 1, x = cosαX − sinαY − 2,
y = sinαX + cosαY , α = 60◦.

3.3.17 I1 = 4, I2 = 0, I3 = −576, λ1 = 0, λ2 = 4, ïàðàáîëà Y 2 = 6X, x = cosαX − sinαY + 4, y = sinαX + cosαY ,
α = 60◦.

3.3.18 I1 = 2, I2 = −3, I3 = −18, λ1 = −1, λ2 = 3, ãèïåðáîëà X2/6 − Y 2/2 = 1, x = cosαX − sinαY + 2,
y = sinαX + cosαY + 1, α = 45◦.

3.3.19 I1 = 2, I2 = 3/4, I3 = −9/4, λ1 = 1/2, λ2 = 3/2, ýëëèïñ X2/6 + Y 2/2 = 1, x = cosαX − sinαY + 5,
y = sinαX + cosαY + 3, α = 45◦.

3.3.20 I1 = 2, I2 = 0, I3 = −200, λ1 = 0, λ2 = 2, ïàðàáîëà Y 2 = 10X, x = cosαX−sinαY +5, y = sinαX+cosαY −5,
α = 45◦.



74 �ëàâà 3. Êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà



�ëàâà 4

Ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà

4.1 Êàíîíè÷åñêèé âèä íåêîòîðûõ ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà

Îïðåäåëåíèå 4.1.1. Ïîâåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà � ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà R
3
, ïðÿìî-

óãîëüíûå êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ âèäà

a11x
2 + a22y

2 + a33z
2 + 2a12xy + 2a23yz + 2a13xz + 2a1x+ 2a2y + 2a3z + a0 = 0 (4.1.1)

â êîòîðîì ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç êîý��èöèåíòîâ a11, a22, a33, a12, a23, a13 îòëè÷åí îò íóëÿ.

4.1.1 Ýëëèïñîèä

Ýëëèïñîèäîì íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ â íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îïðåäåëÿåòñÿ

óðàâíåíèåì

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1, (4.1.2)

ãäå a, b, c � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Óðàâíåíèå (4.1.3) íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ýëëèïñîèäà

ãèïåðáîëîèäà. Ýëëèïñîèä îáëàäàåò òðåìÿ ïëîñêîñòÿìè ñèììåòðèè, òðåìÿ îñÿìè ñèììåòðèè è öåíòðîì ñèì-

ìåòðèè. Èìè ñëóæàò ñîîòâåòñòâåííî êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè, êîîðäèíàòíûå îñè è íà÷àëî êîîðäèíàò.

O

y

x

z

�èñ. 4.1: Ýëëèïñîèä

Âåëè÷èíû a, b, c íàçûâàþò ïîëóîñÿìè ýëëèïñîèäà. Òàêæå ýëëèïñîèäîì íàçûâàþò òåëî, îãðàíè÷åííîå

ïîâåðõíîñòüþ ýëëèïñîèäà. Â ñëó÷àå, êîãäà ïàðà ïîëóîñåé èìååò îäèíàêîâóþ äëèíó, ýëëèïñîèä ìîæåò áûòü

75
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ïîëó÷åí âðàùåíèåì ýëëèïñà âîêðóã îäíîé èç åãî îñåé. Òàêîé ýëëèïñîèä íàçûâàþò ýëëèïñîèäîì âðàùåíèÿ

èëè ñ�åðîèäîì.

4.1.2 �èïåðáîëîèäû

Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà

Îäíîïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ â íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîð-

äèíàò îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1, (4.1.3)

ãäå a, b, c � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Óðàâíåíèå (4.1.3) íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì îäíîïîëîñòíîãî

ãèïåðáîëîèäà.

O

y

x

z

�èñ. 4.2: Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä

Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå äâóõïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà

Äâóõïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ â íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîð-

äèíàò îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= −1. (4.1.4)

ãäå a, b, c � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Óðàâíåíèå (4.1.4) íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì äâóõïîëîñòíîãî

ãèïåðáîëîèäà. Èç óðàâíåíèé ãèïåðáîëîèäîâ âûòåêàåò, ÷òî êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè ÿâëÿþòñÿ ïëîñêîñòÿìè

ñèììåòðèè, à íà÷àëî êîîðäèíàò � öåíòðîì ñèììåòðèè ãèïåðáîëîèäîâ.

Åñëè ãèïåðáîëîèäû çàäàíû ñâîèìè êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè òî îñè Ox, Oy è Oz íàçûâàþòñÿ èõ

ãëàâíûìè îñÿìè.

Åñëè a = b, òî òàêàÿ ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëîèäîì âðàùåíèÿ. Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä

âðàùåíèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åí âðàùåíèåì ãèïåðáîëû âîêðóã å¼ ìíèìîé îñè, äâóõïîëîñòíûé � âîêðóã äåé-

ñòâèòåëüíîé. Äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä âðàùåíèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê P , ìîäóëü
ðàçíîñòè ðàññòîÿíèé îò êîòîðûõ äî äâóõ çàäàííûõ òî÷åê A è B ïîñòîÿíåí: |AP−BP | = Const. Â ýòîì ñëó÷àå

A è B íàçûâàþòñÿ �îêóñàìè ãèïåðáîëîèäà.

Îòìåòèì âàæíûå ñâîéñòâà îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà
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O

y

x

z

�èñ. 4.3: Äâóõïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä

Ëåììà 4. • ×åðåç êàæäóþ òî÷êó îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà ïðîõîäÿò äâå, è òîëüêî äâå, åãî ïðÿ-

ìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå.

• Äâå îáðàçóþùèå èç ðàçíûõ ñåìåéñòâ âñåãäà ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè.

• Äâå îáðàçóþùèå èç îäíîãî ñåìåéñòâà ñêðåùèâàþòñÿ (ò.å. íå ïåðåñåêàþòñÿ è íå ïàðàëëåëüíû).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òîëüêî ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Îñòàâèâ îñòàëüíûå áåç äîêàçàòåëüñòâà. Çàïèøåì

óðàâíåíèå îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà â ñëåäóþùåì âèäå

x2

a2
− z2

c2
= 1− y2

b2
⇐⇒

(x

a
− z

c

)(x

a
+
z

c

)

=
(

1− y

b

)(

1 +
y

b

)

.

�àññìîòðèì ïðÿìûå L è L∗
, çàäàííûå êàê ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé:

L :

{

α
(

x
a
− z

c

)

= β
(

1− y
b

)

, ;

β
(

x
a
+ z

c

)

= α
(

1 + y
b

)

, α2 + β2 6= 0.

L∗ :

{

γ
(

x
a
− z

c

)

= δ
(

1 + y
b

)

, ;

δ
(

x
a
+ z

c

)

= γ
(

1− y
b

)

, γ2 + δ2 6= 0.

Ïðÿìûå L è L∗
öåëèêîì ëåæàò íà ïîâåðõíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, äîñòàòî÷íî ïî÷ëåí-

íî ïåðåìíîæèòü óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòåé (ñì. âèä �îðìóëû äëÿ îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà â íà÷àëå äî-

êàçàòåëüñòâà). Ïðè ýòîì ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó M0(x0, y0, z0) ïîâåðõíîñòè ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ ïðÿìàÿ èç

ñåìåéñòâà L è åäèíñòâåííàÿ ïðÿìàÿ èç ñåìåéñòâà L∗
. Ýòè ïðÿìûå (òî åñòü ïàðû ÷èñåë α, β è γ, δ) íàõîäÿòñÿ

èç îäíîðîäíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

{

α(x0/a− z0/c) = β(1 − y0/b);

β(x0/a+ z0/c) = α(1 + y0/b).

{

γ(x0/a− z0/c) = δ(1 + y0/b);

δ(x0/a+ z0/c) = γ(1− y0/b).

ìàòðèöû êîòîðûõ âûðîæäåíû (òî åñòü ñèñòåìû èìåþò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ) è èìåþò ðàíã, ðàâíûé 1
(òî åñòü âñå ðåøåíèÿ êàæäîé èç ñèñòåì ïðîïîðöèîíàëüíû è îïðåäåëÿþò åäèíñòâåííóþ ïðÿìóþ). Îñòàåòñÿ

äîáàâèòü, ÷òî ïðÿìûå íå ñîâïàäàþò (äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íåêîëëèíåàðíîñòü èõ íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ).
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4.1.3 Êîíóñ

êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå êîíóñà

Êîíóñîì íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ â íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îïðåäåëÿåòñÿ óðàâ-

íåíèåì

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 0, (4.1.5)

ãäå a, b, c � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Óðàâíåíèå (4.1.5) íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì êîíóñà. Òàê æå,

êàê ýëëèïñîèä è ãèïåðáîëîèäû, îí èìååò òðè ïëîñêîñòè ñèììåòðèè, òðè îñè ñèììåòðèè è öåíòð ñèììåòðèè.

Èìè ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè, êîîðäèíàòíûå îñè è íà÷àëî êîîðäèíàò.

O

y

z

x

�èñ. 4.4: Êîíóñ

êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ìíèìîãî êîíóñà

Ìíèìûì êîíóñîì íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ â íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îïðåäå-

ëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 0, (4.1.6)

ãäå a, b, c � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Óðàâíåíèå (4.1.5) íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ìíèìîãî êîíóñà.

4.1.4 Ïàðàáîëîèäû

êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà

Ýëëèïòè÷åñêèì ïàðàáîëîèäîì íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü, óðàâíåíèå êîòîðîé â íåêîòîðîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò èìååò âèä

z =
x2

2p
+
y2

2q
, (4.1.7)

ãäå p, q � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Óðàâíåíèå (4.1.7) íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ýëëèïòè÷åñêîãî

ïàðàáîëîèäà. Ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä èìååò äâå ïëîñêîñòè ñèììåòðèè è îñü ñèììåòðèè. Èìè ÿâëÿþòñÿ

ñîîòâåòñòâåííî êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè xOz, yOz è êîîðäèíàòíàÿ îñü Oz.
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x

O

y

z

x

�èñ. 4.5: Ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä

êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà

�èïåðáîëè÷åñêèì ïàðàáîëîèäîì íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü, óðàâíåíèå êîòîðîé â íåêîòîðîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò èìååò âèä

z =
x2

2p
− y2

2q
, (4.1.8)

ãäå p, q � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Óðàâíåíèå (4.1.8) íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ãèïåðáîëè÷åñêîãî

ïàðàáîëîèäà. �èïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä èìååò äâå ïëîñêîñòè ñèììåòðèè è îñü ñèììåòðèè. Èìè ÿâëÿþòñÿ

ñîîòâåòñòâåííî êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè xOz, yOz è êîîðäèíàòíàÿ îñü Oz.
Ñ�îðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùóþ ëåììó:

Ëåììà 5. • ×åðåç êàæäóþ òî÷êó ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà ïðîõîäÿò äâå è òîëüêî äâå åãî ïðÿìî-

ëèíåéíûå îáðàçóþùèå.

• Äâå îáðàçóþùèå èç ðàçíûõ ñåìåéñòâ ïåðåñåêàþòñÿ.

• Äâå îáðàçóþùèå èç îäíîãî ñåìåéñòâà ñêðåùèâàþòñÿ, ò. å. íå ïåðåñåêàþòñÿ è íå ïàðàëëåëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé ëåììû ìîæíî íàéòè â ([2℄, ñ. 89).

4.1.5 Öèëèíäðè÷åñêèå è êîíè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè. Âîññòàíîâëåíèå ïîâåðõíîñòåé

ïî íàïðàâëÿþùèì

Îïðåäåëåíèå 4.1.2. Öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííàÿ ïðÿìûìè, íà-

çûâàåìûìè îáðàçóþùèìè, � ïàðàëëåëüíûìè íåêîòîðîé äàííîé ïðÿìîé è ïåðåñåêàþò, èìè äàííóþ ëèíèþ

L � íàïðàâëÿþùóþ.

Ïóñòü íàïðàâëÿþùàÿ ëèíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè çàäà¼òñÿ ïåðåñå÷åíèåì ïîâåðõíîñòåé:

F1(x, y, z) = 0, F2(x, y, z) = 0.

Ïóñòü

~l = (m,n, p) � íàïðàâëÿþùèå êîý��èöèåíòû îáðàçóþùèõ öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Êàíîíè÷å-

ñêèå óðàâíåíèÿ îáðàçóþùèõ áóäóò:

X − x

m
=
Y − y

n
=
Z − z

p

ãäå (x, y, z) � òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ íàïðàâëÿþùåé, à X , Y , Z � òåêóùèå êîîðäèíàòû. Èñêëþ÷àÿ x, y è z
èç ïîëó÷åííûõ ÷åòûðåõ óðàâíåíèé, íàõîäèì èñêîìîå óðàâíåíèå öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè.
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O

y

x

z

�èñ. 4.6: �èïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä

Ï ð è ì å ð 4.1.1. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, îáðàçóþùèå êîòîðîé ïàðàëëåëüíû

ïðÿìîé

x

0
=
y

0
=
z

1
,

à íàïðàâëÿþùåé ñëóæèò êðèâàÿ, çàäàííàÿ ïåðåñå÷åíèåì ïîâåðõíîñòè è ïëîñêîñòè:

2xz + z2 + 1 = 0, x+ y + z = 0

Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå îáðàçóþùèõ áóäóò:

X − x

0
=
Y − y

0
=
Z − z

1
.

Îáîçíà÷èâ â ïîñëåäíèè ðàâåíñòâà çà t, ïîëó÷àåì: x = X , y = Y , z = Z− t è, ó÷èòûâàÿ x+y+z = 0, ïîëó÷àåì
t = X + Y + Z. Îòêóäà

x = X, y = Y, z = −X − Y.

Èñêëþ÷èì x, y è z èç ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì íàéäåíûå çíà÷åíèÿ x, y, z â óðàâíåíèå

2xz + z2 + 1 = 0:
2X(−X − Y ) + (X + Y )2 + 1 = 0 ⇐⇒ X2 − Y 2 = 1.

Ýòî, î÷åâèäíî, åñòü óðàâíåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà (ñì. ðèñ. 4.7).

Ï ð è ì å ð 4.1.2. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, îáðàçóþùèå êîòîðîé ïàðàëëåëüíû

ïðÿìîé

x

1
=
y

2
=
z

1
,

à íàïðàâëÿþùåé ñëóæèò êðèâàÿ, çàäàííàÿ ïåðåñå÷åíèåì ïîâåðõíîñòè è ïëîñêîñòè:

x2 + yx− z2 − yz + 2x− 2z = 0, x+ z − 1 = 0

Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå îáðàçóþùèõ áóäóò:

X − x

1
=
Y − y

2
=
Z − z

1
.
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O

y

z

x
O

y

x

z

�èñ. 4.7: �èñ. 4.8:

Îáîçíà÷èâ â ïîñëåäíèè ðàâåíñòâà çà t, ïîëó÷àåì: x = X − t, y = Y − 2t, z = Z − t è, ó÷èòûâàÿ x+ z − 1 = 0,
ïîëó÷àåì X + Z = 1 + 2t èëè t = (X + Z − 1)/2. Îòêóäà

x =
X − Z + 1

2
, y = Y −X − Z + 1, z =

Z −X + 1

2
.

Èñêëþ÷èì x, y è z èç ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì íàéäåíûå çíà÷åíèÿ x, y, z â óðàâíåíèå

x2 + yx− z2 − yz + 2x− 2z = 0:

−X2 +XY − Y Z + Z2 + 4X − 4Z = 0 ⇐⇒ (Z −X)(X − Y + Z − 4) = 0.

Ýòî, î÷åâèäíî, åñòü ïåðåñåêàþùèåñÿ ïëîñêîñòè. Âèä äàííîé ïîâåðõíîñòè â êàíîíè÷åñêîì âèäå èçîáðàæ¼í íà

ðèñ. 4.8.

Îïðåäåëåíèå 4.1.3. Êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííàÿ ïðÿìûìè, íàçûâàå-

ìûìè îáðàçóþùèìè êîíóñà, è ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç äàííóþ òî÷êó � âåðøèíó êîíóñà è ïåðåñåêàþùèìè äàííóþ

ëèíèþ - íàïðàâëÿþùóþ êîíóñà.

Ïóñòü íàïðàâëÿþùàÿ êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè èìååò óðàâíåíèÿ

F1(x, y, z) = 0, F2(x, y, z) = 0.

Âåðøèíà êîíóñà èìååò êîîðäèíàòû (x0, y0, z0). Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îáðàçóþùèõ êîíóñà êàê ïðÿìûõ,

ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó (x0, y0, z0) è ÷åðåç òî÷êó (x, y, z) íàïðàâëÿþùåé, áóäóò;

X − x0
x− x0

=
Y − y0
y − y0

=
Z − z0
z − z0

.

Èñêëþ÷àÿ x, y è z èç ïîëó÷åííûõ ÷åòûðåõ óðàâíåíèé, íàõîäèì èñêîìîå óðàâíåíèå êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè.

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì îòíîñèòåëüíî ðàçíîñòåé X − x0, Y − y0, Z − z0, ò.å. âñå åãî
÷ëåíû îäíîãî èçìåðåíèÿ îòíîñèòåëüíî ðàçíîñòåé X − x0, Y − y0, Z − z0.

Ï ð è ì å ð 4.1.3. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå êîíóñà ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò è íàïðàâëÿþùåé, çàäàííîé

ïåðåñå÷åíèåì ïîâåðõíîñòè è ïëîñêîñòè:

x2

a2
+
y2

b2
= 1, z = c.

Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå îáðàçóþùèõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó (0, 0, 0) è òî÷êó (x, y, z) íàïðàâëÿþùåé áóäóò:

X

x
=
Y

y
=
Z

z
.

Îáîçíà÷èâ â ïîñëåäíèè ðàâåíñòâà çà t, ïîëó÷àåì: x = tX , y = tY , z = tZ è, ó÷èòûâàÿ z = c, ïîëó÷àåì t = c/Z.
Îòêóäà

x =
cX

Z
, y =

cY

Z
.
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Èñêëþ÷èì x, y è z èç ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì íàéäåíûå çíà÷åíèÿ x, y â ïåðâîå óðàâíåíèå

íàïðàâëÿþùåé

x2

a2 + y2

b2
= 1:

c2X2

a2Z2
+
c2Y 2

b2Z2
= 1 ⇐⇒ X2

a2
+
Y 2

b2
− Z2

c2
= 0.

Ïîëó÷àåì êîíóñ â êàíîíè÷åñêîì âèäå (ñì. ðèñ. 4.4).

4.2 Êëàññè�èêàöèÿ ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà

Òåîðåìà 4.2.12. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîâåðõíîñòè S âòîðîãî ïðîðÿäêà, çàäàííîé îáùèì óðàâíåíèåì (4.1.1),

ñóùåñòâóåò òàêàÿ äåêàðòîâà ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxyz ÷òî â ýòîé ñèñòåìå ïîâåðõíîñòü

S çàäàíà óðàâíåíèåì îäíîãî èç ñëåäóþùèõ êàíîíè÷åñêèõ âèäîâ, ïåðå÷èñëåííûõ â òàáëèöå íèæå. Ñèñòåìó

êîîðäèíàò Oxyz íàçûâàþò êàíîíè÷åñêîé.

Ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà

y
x

z

y
x

z

y
x

z
x2

a2 + y2

b2
+ z2

c2
= 1 x2

a2 + y2

b2
+ z2

c2
= −1 x2

a2 + y2

b2
+ z2

c2
= 0

1. Ýëëèïñîèä 2. Ìíèìûé 3. Ìíèìûé

ýëëèïñîèä êîíóñ

y
x

z

y
x

z

y
x

z
x2

a2 + y2

b2
− z2

c2
= 1 x2

a2 + y2

b2
− z2

c2
= −1 x2

a2 + y2

b2
− z2

c2
= 0

4. Îäíîïîëîñò- 5. Äâóõïîëîñò- 6. Êîíóñ

íûé ãèïåðáîëîèä íûé ãèïåðáîëîèä

y
x

z

yx

z

y
x

z
z = x2

2p + y2

2q z = x2

2p − y2

2q
x2

a2 + y2

b2
= 1

7. Ýëëèïòè÷åñ- 8. �èïåðáîëè÷åñ- 9. Ýëëèïòè÷åñ-

êèé ïàðàáîëîèä êèé ïàðàáîëîèä êèé öèëèíäð

y
x

z

yx

z

y

x

z
x2

a2 + y2

b2
= −1 x2

a2 + y2

b2
= 0 x2

a2 − y2

b2
= 1

10. Ìíèìûé 11. Ïàðà ìíè- 12. �èïåðáîëè-

Ýëëèïòè÷åñ- ìûõ ïåðåñåêàþ- ÷åñêèé öèëèíäð

öèëèíäð ùèõñÿ ïëîñêîñòåé

yx

z

y
x

z

y
x

zx2

a2 − y2

b2
= 0 y2 = 2px y2 − b2 = 0

13. Ïàðà ïåðå- 14. Ïàðàáîëè- 15. Ïàðà ïàðàë-

ñåêàþùèõñÿ ÷åñêèé öèëèíäð ëåëüíûõ

ïëîñêîñòåé ïëîñêîñòåé

y
x

z

y

x

zy2 + b2 = 0 y2 = 0 Âåçäå a, b, c, p, q > 0

16. Ïàðà ìíè- 17. Ïàðà Äëÿ 1,2 a > b > c
ìûõ ïàðàëëåëü- ñîâïàäàþùèõ Äëÿ 3-6,9,10 a > b
íûõ ïëîñêîñòåé ïëîñêîñòåé Äëÿ 7 p > q
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4.3 Îñíîâíûå ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà

Öåíòðàëüíûå ïîâåðõíîñòè

Åñëè öåíòð ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí, òî åãî êîîðäèíàòû (x0, y0 z0) ìîæíî
íàéòè, ðåøèâ ñèñòåìó óðàâíåíèé:











a11x0 + a12y0 + a13z0 + a1 = 0

a12x0 + a22y0 + a23z0 + a2 = 0

a13x0 + a23y0 + a33z0 + a3 = 0

Ìàòðè÷íûé âèä óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà

Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â ìàòðè÷íîì âèäå:

(

x y z 1
)









a11 a12 a13 a1
a12 a22 a23 a2
a13 a23 a33 a3
a1 a2 a3 a0

















x
y
z
1









= 0.

Òàêæå ìîæíî âûäåëèòü êâàäðàòè÷íóþ è ëèíåéíóþ ÷àñòè äðóã îò äðóãà:

(

x y z
)





a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33









x
y
z



+ 2
(

a1 a2 a3
)





x
y
z



+ a0 = 0.

Åñëè îáîçíà÷èòü

B =

(

A L
LT a44

)

=









a11 a12 a13 a1
a12 a22 a23 a2
a13 a23 a33 a3
a1 a2 a3 a0









è

A =





a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33



 , L =
(

a1 a2 a3
)

, X =
(

x y z
)T
,

òî óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:

XTAX + 2LX + a0 = 0,

ëèáî â êîðîòêîì âèäå:

(

x y z 1
)

B









x
y
z
1









= 0.

4.3.1 Èíâàðèàíòû è êëàññè�èêàöèÿ ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà

Çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ âåëè÷èí ñîõðàíÿþòñÿ ïðè îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ áàçèñà:

Ñâÿçàííûõ ñ ìàòðèöåé A:

I1 = trA,

I2 =MA
1,2
1,2 +MA

1,3
1,3 +MA

2,3
2,3,

I3 = detA,

ãäå MA
i,j
i,j � ìèíîð âòîðîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû A, ðàñïîëîæåííûé â ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ ñ èíäåêñàìè i è j, ò.å.

â ðàçâ¼ðíóòîì âèäå:

I2 =

∣

∣

∣

∣

a11 a12
a12 a22

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

a11 a13
a13 a33

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

a22 a23
a23 a33

∣

∣

∣

∣

.
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Öåíòðàëüíûå ïîâåðõíîñòè (I3 6= 0)

ýëëèïòè÷åñêèé I2 > 0, I1 · I3 > 0 ⇐⇒ I4 < 0 Ýëëèïñîèä

I4 > 0 Ìíèìûé Ýëëèïñîèä

òèï λ1, λ2, λ3 îäíîãî çíàêà I4 = 0 Ìíèìûé êîíóñ

ãèïåðáîëè÷åñêèé I2 6 0, I1 · I3 6 0 ⇐⇒ I4 > 0 Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä

I4 < 0 Äâóõïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä

òèï λ1, λ2, λ3 ðàçíûõ çíàêîâ I4 = 0 Êîíóñ

Íåöåíòðàëüíûå ïîâåðõíîñòè (I3 = 0)

ïàðàáîëè÷åñêèé

I4 < 0 Ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä

I4 > 0 �èïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä

òèï I4 = 0

I2 > 0

I1 ·K3 < 0 Ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð

I1 ·K3 > 0 Ìíèìûé ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð

K3 = 0
ïàðà ìíèìûõ

ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêîñòåé

I2 < 0
K3 6= 0 �èïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð

K3 = 0 Ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêîñòåé

I2 = 0

K3 6= 0 Ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð

K3 = 0

K2 < 0 Ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé

K2 > 0
Ïàðà ìíèìûõ

ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé

K2 = 0 Ïàðà ñîâïàäàþùèõ ïëîñêîñòåé

Ñâÿçàííûõ ñ áëî÷íîé ìàòðèöåé

B =

(

A L
LT a44

)

K2 =MB
1,4
1,4 +MB

2,4
2,4 +MB

3,4
3,4,

K3 =

2
∑

i=1

3
∑

j=i+1

4
∑

k=j+1

MB
i,j,k
i,j,k,

I4 = detB.

Â ðàçâ¼ðíóòîì âèäå:

K2 =

∣

∣

∣

∣

a11 a1
a1 a0

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

a22 a2
a2 a0

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

a33 a3
a3 a0

∣

∣

∣

∣

,

K3 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a1
a21 a22 a2
a1 a2 a0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a13 a1
a31 a33 a3
a1 a3 a0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a22 a23 a2
a32 a33 a3
a2 a3 a0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

I4 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13 a1
a21 a22 a23 a2
a31 a32 a33 a3
a1 a2 a3 a0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Ïðè ëþáîé îðòîãîíàëüíîé çàìåíå ïåðåìåííûõ (ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïîâîðîòû ñèñòåì

êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî îäíîé èç îñåé, ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îäíîé èç êîîðäèíàòíîé îñåé) âåëè÷èíû I1,
I2, I3, I4 îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè (îðòîãîíàëüíûå èíâàðèàíòû). Ïðè ýòîì:

• K3 îñòàåòñÿ íåèçìåííîé òîëüêî åñëè I2 = I3 = I4 = 0;

• K2 îñòàåòñÿ íåèçìåííîé òîëüêî åñëè I2 = I3 = I4 = K3 = 0.

Ïðèâåä¼ì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùóþ ëåììó:
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Ëåììà 6. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà âòîðîé ñòåïåíè îò ïåðåìåííûõ x, y è z (äëÿ ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà) íà
ïëîñêîñòè ìîæíî ïîñòðîèòü ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò Ox′y′ òàê, ÷òî ïîñëå çàìåíû
ïåðåìåííûõ x è y íà ïåðåìåííûå x′ è y′ èñõîäíûé ìíîãî÷ëåí ïðèìåò îäèí èç ñëåäóþùèõ ïÿòè âèäîâ:

1. λ1(x
′)2 + λ2(y

′)2 + λ3(z
′)2 + I4

I3
= 0, I3 6= 0;

2. λ1(x
′)2 + λ2(y

′)2 ± 2
√

− I4
I2
z = 0, I4 6= 0, I2 6= 0, I3 = 0;

3. λ1(x
′)2 + λ2(y

′)2 + K3

I2
= 0, I2 6= 0, I3 = I4 = 0;

4. I1(x
′)2 ± 2

√

−K3

I1
y′ = 0, I2 6= 0, I2 = I3 = I4 = 0, K3 6= 0;

5. I1(x
′)2 + K2

I1
= 0, I2 = I3 = I4 = K3 = 0.
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�ëàâà 5

Âîïðîñû ê çà÷¼òó

1. Ïåðåñòàíîâêè. Èíâåðñèÿ. Îïðåäåëèòåëü n× n. Ñëó÷àè 2× 2, 3× 3. Ñâîéñòâà îïðåäåëåòåëåé 3× 3.

2. �àçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå, ñòîëáöó.

3. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà. Ïðàâèëà Êðàìåðà.

4. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå è åãî ñâîéñòâà. Ïîêîîðäèíàòíàÿ çàïèñü.

5. Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå. Îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà, òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû. Êîìïëàíàðíîñòü âåêòîðîâ.

6. Äåëåíèå îòðåçêà â çàäàííîì îòíîøåíèè. Óðàâíåíèå ïðÿìîé R
2
. Êàíîíè÷åñêèé, íîðìàëüíûé âèä ïðÿìîé.

Ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé. Óðàâíåíèå ïðÿìîé â îòðåçêàõ.

7. �àñïîëîæåíèå ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè. �àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé (ñëó÷àé R
2
). �àññòîÿíèå ìåæäó

ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè.

8. Ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Ñâÿçü ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè. Ïðåîáðàçîâàíèå äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò

íà ïëîñêîñòè: ñäâèã, ïîâîðîò.

9. Ïëîñêîñòü. Êàíîíè÷åñêèé, íîðìàëüíûé âèä. Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ïî 3 òî÷êàì, íå ëåæàùèì íà îäíîé

ïðÿìîé. Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â îòðåçêàõ.

10. �àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè. �àññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè.

11. Óðàâíåíèå ïðÿìîé R
3
. Ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå, êàíîíè÷åñêèé âèä. Óðàâíåíèå ïðÿìîé ïî äâóì òî÷êàì.

Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ, ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè.

12. Ýëëèïñ. Êàíîíè÷åñêèé âèä. Ýêñöåíòðèñèòåò, äèðåêòðèñû. Êàñàòåëüíàÿ ê ýëëèïñó.

13. �èïåðáîëà. Êàíîíè÷åñêèé âèä. Ýêñöåíòðèñèòåò, äèðåêòðèñû, àñèìïòîòû. Êàñàòåëüíàÿ ê ãèïåðáîëå.

14. Ïàðàáîëà. Êàíîíè÷åñêèé âèä. Ýêñöåíòðèñèòåò, äèðåêòðèñû. Êàñàòåëüíàÿ ê ïàðàáîëå. Îïòè÷åñêîå ñâîé-

ñòâî ïàðàáîëû.

15. Ïðèâåäåíèå êðèâîé 2 ïîðÿäêà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ïðè ïîìîùè îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ïîâî-

ðîò, ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ).

16. Öåíòð êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà. Öåíòðàëüíûå è íåöåíòðàëüíûå êðèâûå.

17. Îðòîãîíàëüíûå èíâàðèàíòû êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå êâàäðàòè÷íîé �îð-

ìû êðèâîé.

18. Ñîñòàâëåíèå êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïî èíâàðèàíòàì.

19. Ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà. Ýëëèïñîèä, ãèïåðáîëîèäû, êîíóñ.

20. Ïàðàáîëîèäû, öèëèíäðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè. Êëàññè�èêàöèÿ ïîâåðõíîñòåé 2-ãî ïîðÿäêà.
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